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PRÉFACE DU TlîADUCÏEUR 



La littérature mathématique française est très riche eo 
problèmes de géométrie. Tous les cours de géométrie en 
contiennent par centaines ; les publications périodiques 
consacrées aux mathématiques donnent journellement des 
problèmes nouveaux. M. Laisant a eu l'heureuse idée de 
.réunir ces derniers en un seul volume, avec l'indication de 
la revue qui a posé le problème et de celle qui en a publié 
la meilleure solution. 

Mais, dans les traités de géométrie, les problèmes sont 
nécessairement classés par chapitres ; ainsi, dans le Cours 
de Géométrie de Vacquant, on a : Livue premier, Ligcjb droite. 
Exercices sur le livre I" ; Livre 11, Cercle, Exercices sur le 
livre H, etc. Dans les publications périodiques, les problèmes 
sont naturellement posés au hasard de l'invention, et, dans 
le recueil de M. Laisant, ils sont classés comme ils l'auraient 
été dans un supplément à un traité de géométrie : cercle, 
ligne droite, triangle, polygones, etc. 

Seul, l'ouvrage justement estimé de Julius Petersen, tra- 
duit du danois par 0. Chemin ('), classe les problèmes 
d'après les méthodes h employer pour leur résolution; mais 
ce recueil contient très peu d'énoncés de problèmes, et encore 
moins de problèmes résolus. 

(I) Méthodes el théories pour la résoliilion des problèmes de consirvctions 
géométfiques avec application à plus de 4011 pivblèines. Paris, Gauthier- 
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VI l'RKFACE DIJ TRAIIfCTEUR 

Le livre de M. ÂlexandrofF, très apprécié en Russie, puis- 
qu'il a eu en peu de temps six éditions, comblera, croyous- 
nous, une lacune regrettable. 

Comme J. Petersen, I, Alexandroff s'attache surtout aux . 
méthodes: lieux géométiiques, similitude, constructions in- 
verses, symétrie, translation, rotation, inversion, application 
de l'algèbre à la géométrie. Chaque chapitre débute par un 
exposé de la méthode à employer. L'auteur donne ensuite 
un nombre considérable de problèmes-types, chacun avec 
une solution complète. Puis suivent les exercices qui peuvent 
facilement être résolus, si on s'est bien assimilé la marche 
suivie dans les problèmes résolus. Comme ce n'est ni la diffi- 
culté plus ou moins grande, ni lels ou tels chapitres d'un 
traité de géométrie qui ont guidé l'auteur dans le choix des 
problèmes, on trouve, à côté les uns des autres, les pro- 
blèmes sur la construction d'un triangle, d'un polygone, ou 
d'un cercle, sur la détermination de la direction d'une droite 
ou de la situation d'un point. 

Cette manière de procéder est, sans contredit, la seule 
bonne. Un élève qui a fait peu de problèmes de géométrie 
n'a qu'a lire attentivement les solutions des problèmes- 
types, à refaire au besoin toutes les opérations indiquées 
dans le livre, et il pourra non seulement résoudre les pro- 
blèmes-exercices donnés par f. Alexandroif, mais tous ceux 
qu'il pourra trouver ailleurs ou que le professeur lui don- 
nera en classe. 

Pour les problèmes que le lecteur trouvera dans un 
ouvrage autre que celui d'Alexandroff, la plus grande diffi- 
culté résidera dans le choix de la méthode à appliquer. 
Certes, on peut toujours former une ou plusieurs équations 
avec les éléments connus et inconnus du problème et trou- 
ver ainsi pour l'inconnue ou les inconnues les formules 
qu'on aura ensuite à construire ; mais quelquefois les racines 
trouvées sont exprimées en des formules tellement com- 
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l'REFAOE Dt TRADL'CTErR 



pliquées que la construclioh en devient sinon impossible, 
du moins trop ardue pour être exécutée. Dans cerUiius cas, 
la formule algébrique trouvée pour i'inconuue rend au 
moins le service de montrer, d'une façon claire et indiscu- 
table, que le problème ne comporte pas de solution, comme 
cela a Hou, par exemple, pour le célèbre problème de la 
trisection de Vangle, qui a jadis troubléet trouble peut-être 
encore tant d'esprits el qui conduit à une équation du troi- 
sième degré, dont les racines ne peuvent pas être construites 
à l'aide de la règle et du compas. 

Comme exemple de problèmes qui comportent une cons- 
truction géométrique très simple, mais dont l'expression 
algébrique est très compliquée, uous citerons le suivant : 

Construire un quadrilatère, dont on donne les aiujks l'.t 
les diagonales. 

Soient A, B, C, D les angles et»?, 
n, les diagonales données ; x &i y 
deux cotés consécutifs à trouver. Il 
est clair que, si on trouve ces cotés, 
on peut construire le quadrilatère 
très facilemenÈ. 

Nous avons : 



(I) 
(11) 



■ = jj> + j" ^ -2a7 008 A; 

.2 =.: X- + BC^ — 2^B(: . cos B ; 



BC sin BD<; sin (D - BDAi 
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Nous obtenons ainsi deux équaiions bicarrées tellement 
compliquées qu'il est iniiliîc ihi poursuivre lo calcul pour 
en déterminer les racines. 




Pourtant la construction proposée est très simple. En 
effet, soit ABCD le quadrilatère demandé. Si nous traçons 
un cercle circonscrit au triangle DAB, nous remarquons que 
la longueur de la corde EF ne dépend que des angles ABC 
et ADC. Mais l'angle BCD étant connu, nous voyons que le 
sommet G doit se trouver sur l'arc d'un segment construit 
sur EF et capable de cet angle. Pour effectuer la construc- 
tion du quadrilatère, traçons sur MN = m un segment 
capable de i'angle a. ; aux points M et N construisons les 
angles AMP = S et ANP ^^ ^ ; traçons, de part et d'autre 
de EF, deux segments capables de l'angle 7, et du point A 
comme centre, avec n comme rayon, décrivons un arc de 
cercle qui coupera l'un des segments aux points G et C,. Joi- 
gnons le point G aux points E et F, et prolongeons les 
droites CE et CF. Les points d'intersection B et D seront 
avec A et C les sommets du quadrilatère demandé. En 
eflet: ABG^ANE-= 3, ADC = AMF = S, DGB^MPN-^y, 
d'où DAB =. ^ et DB ^ MN = m ; en outre, AG = n. 

Cette solution, malgré sa simplicité apparente, ou plutôt 
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PIÎIiFACË nu TKADUCTEi:it IX 

h cause de cette simplicité, n'est pas facile à trouver. La 
manière que. nous venons d'indiquer pour la solution de 
ce problème rappelle celle des anciens, qui, pour chaque pro- 
blème nouveau, cherchaient une solution spéciale. 

Les procédés introduits par la Géométrie moderne sont 
tout autres, liésoudve un problème méthodiquement, c'est le 
ramener à un autre problème, ramener ce deuxième à un 
troisième, etc., jusqu'à ce que l'on arrive à un problème 
dont la solution peut être obtenue facilement. Un ouvrage 
comme celui de M. Âlexand roff, oij tous les problèmes 
s'enchaînent, où chaque proposition découle de. la pro- 
position qui la précède, doit, à cette occasion, rendre de 
grands services. Prenons, par exemple, le problème 602, 
page Hô. Considéré isolément, il est très difficile à résoudre, 
mais lisez attentivement la solution du problème 598, et 
vous trouverez immédiatement celle du problème 602. 
Revenons maintenant à notre 
quadrilatère. 11 est tout natu- 
rel de construire de' part et 
d'autre de l'une des diagonales 
données {m) les segments de 
cercles capables l'un de l'angle A, 
l'autre de l'angle C. La diagonale 
AC est connue. Si nous con- 
naissions, en outre, la position d'un point E tel que les 
arcs EC et AB aient môme mesure, notre problème serait 
ramené au problème 602. 

Mais 

DBE = ABC — ABD — EBC 

=c ABC — (180 — A — ADB) — liBC 
= ABC — ISO -i- -\ -t- ADB — EBC. 

Lc5 aii2;les AHC et A ôLinl dorîués ol le; an-ic.^ ADB 
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X PREFACE DU TRADUCTEUR 

et EBC devant être égaux d'après notre construction, nous 
voyons que l'angle DBE et, par conséquent, la position du 
point E sont connus. 

Si l'on fait la construction tout entière, on verra qu'elle 
est très compliquée. 

Les solutions méthodiques sont du reste souvent enta- 
chées de ce défaut; elles sont généralement moins simples, 
moins élégantes que les solutions individuelles procédant 
d'inspiration. Mais au moins, par cette voie, on atteint 
sûrement le but, et, ce qui est encore plus important, le rôle 
didactique des problèmes de géométrie devient très consi- 
dérable. 

Notre traduction est plutôt libre que littérale. Nous avous 
supprimé un nombre considérable de problèmes que certains 
auteurs considèrent comme théorèmes ; par exemple : 

Par un point A on peut mener une droite perpendtctilaire 
auplan P, et on n'en petit mener qiCime ('). 

M. Alexandroff transforme ce théorème en problème : 
Par un point k mener une perpendiculaire au plan MN(^). 

Nous avons supprimé certaines indications de solutions, 
lorsque nous ne les trouvions pas assez développées pour 
aider les personnes peu habiles, et en même temps super- 
flues pour celles qui aiment à chercher la solution sans être 
aidées. 

Lorsque nous le trouvions nécessaire, nous avons déve- 
loppé, au contraire, les indications, par trop concises, de 
l'auteur afin de permettre à la première catégorie de lec- 
teurs de résoudre un problème relativement difficile. 

Ailleurs, pour des raisons différentes, nous avons substi- 
tué une manière de résoudre le problème à une autre. 

Nous avons pu commettre ainsi des erreurs que nous 

^ p. 341, n* S63. 
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PREFACE DU TRADUCTEUR XI 

prions instamment nos lecteurs de vouloir bien nous signa- 
ler, afin de faire les corrections nécessaires pour les éditions 
postérieures. Qu'ils acceptent d'avance nos remerciements. 
11 nous reste un agréable devoir à remplir, c'est de remer- 
cier M. Hioux, professeur honoraire de mathématiques, qui 
a bien voulu lire une partie de notre manuscrit et nous a 
donné quelques bons conseils, dont nous avons profité : 
M. Pages, préparateur de physique et de chimie au lycée 
Saint-Louis, qui a in une autre parlie de notre travail. 

D. A. 
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I.es majuscules A, B, C, etc., sont généralement omployùes 
pour désigner les angles d'un triangle ou d'un polygone. Les 
minuscules a, b, c, etc., correspondent aux droites ; dans les 
triangles, les lettres minuscules signifient les côtés opposés aux 
angles qui portent la même lettre, Mais majuscule. 

A„, hauteur d'un triangle relative au côté a ; 

Ôa, bissectrice de l'angle A ; 

Ma, médiane du côté a. 

L'angle formé par deux droites AB et CD est désigné ainsi: 
^ (AB, CD). 

2p, périmètre d'un triangle ; 

A, surface d'un triangle ; 

j-, rayon du cercle inscrit dans un triangle ; 

R, rayon du cercle circonscrit au triangle ; 

Pa, rayon du cercle ex-inscrit, tangent au côté a et aux pro- 
longements des côtés b et c. 

Dans les renvois, le chiffre romain indique le chapitre : le ciiiiïrc 
arabe, le numéro du problème. 

I. g,: lieu géométrique: 

m. s.: méthode de similitude ; 

m. sym. : méthode de symétrie; 

m. i. : méthode du problème contraire ; 

m. tr, : méthode de translation; 

m. r. : méthode de rotation ; 

alg. : méthode algébrique. 
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PROBLÈMES 

DE 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 

CHAPITRE PREMIER 
PROPOSITIONS PRÉLIMINAIEES 



1. Tracer im serment de droite égalàla soniinc de deux droites 
limitées a et h. 

2. Tracer un segment de droite é[/al à la différence de deux 
droites limitées a et b. 

3. Tracer un segment de droite éijal à la somme algébrique des 
segments de droite «-|-6— c + rf — e. 

Étant donnés deux points A et B, la distance qui les sépare 
peut être considérée comme parcourue, soit de A vers B, soit de 
B vers A; cette distance est appelée segment de droite, et l'on 
distingue les deux cas l'un de l'autre en écrivant, segment AB 
quand la distance est parcourue de A vers B, et segment BA, 
quand elle l'est de B vers A. Le point A est Vorigine du segment 
AB, le point B en est l'extrémité ; de même B et A sont respecti- 
vement l'origine et l'extrémité du segment BA. 

Lorsqu'on a à considérer sur une droite indéfinie plusieurs seg- 
ments, on convient de mettre le signe -\- devant le nombre qui 
mesure la longueur de tout segment parcouru dans un sens 
déterminé, et Je signe — devant le nombre qui est la mesure de 
tout segment parcouru en seos contraire. On dit qu'im segment 
est positif ou négatif selon que !e nombre qui mesure sa longueur 
est positif ou négatif. Le nombre lui-même est appelé mesure 
algébrique du segment. 
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3 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMESTAIKE 

Pour trouver la somme algébrique des segments de droite + ''i 
-\~ !i, ^ c, -\- d, — e, traçons une droite indéfinie MN, et conve- 
nons de mettre le signe -j- devant le nombre qui mesure tout seg- 
ment de la droite MN parcouru dans le sens MN, soit de gauche 
à droite. 



Trouver le milieu 
Du point A ( 



4\ 



Transportons -j- «enAB, -\~ S en BD, —e on DC,-{~d en CE et 
enfin — e en EF. Le segment AF sera la somme algébrique des 
segments donnés. 

e portion de droite AB. 
I centre, avec un rayon arbitraire plus 
grand que la moitié de AB, nous décri- 
vons un arc de cercle (/îf/. 2) ; du point 
B comme centre, avec le même rayon, 
nous décrivons un second arc de cercle; 
ces deux arcs se coupent aux points M 
etN. Nous menons la droite MN : cette 
droite rencontre la droite AB en un 
point O qui est le milieu de AB. 

En effet, les triangles AMN et NMB 
ayanttroiscôtéségauxchacunàchacun, 
sont égaux ; d'où ^ AMO = ^ 0MB. 
Les triangles AMO et 0MB ayant un 
i deux côtés égaux chacun à chacun 



Tf; 



Fig. 2 



angle égal compris entre 
sont égaux, d'où AO =; OB. 

Nous voyons en outre que les angles AOM et MOB étant, égaux, 
la droite MO est perpendiculaire à AB. 

5. Partager une droite limitée AB en i, 8, 16...., 2" parties 
égales. 

Partageons-la d'abord en deux parties égales, puis chaque 
moitié en deux, et ainsi de suite. 

6. Mener par le milieu d'une droite limitée AB une perpendi- 
culaire à celle droite (I, 4). 
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PROPOSITIONS PRELIMINAIRES 3 

7. Mener cTun point donné 0, siiiié sur une droite donnée MN, 
une perpendiculaire A celle droite [fig. 2}. 

Prenons de part et d'autre du point des longueurs égales OA 
et OB, et procédons comme si nous avions à mener par le milieu 
d'une droite limitée une perpendiculaire à cette droite. 

8. Mener d'un point donné 0, situé en dehors d'une droite don- 
née AB, une perpendiculaire à cette droite (fig. 3). 

Du point comme centre, 
avec un rayon arbitraire, 
décrivons un arc de cercle 
qui rencontre la droite AB 
en deux points M et N. Du 
point M comme centre, avec x 

un rayon arbitraire, mais ■ 

plus grand que la moitié 
deMN, décrivons un arc de 
cercle, et du point N comme 
centre, avec le même rayon, 
décrivons un second arc de 
cercle qui coupe le premier en un point K. Menons la droite OK ; 
cette droite est la perpendiculaire demandée. En effet, les 
triangles MOK et KON ayant deux côtés égaux chacun à chacu n 
et un troisième côté, OK, commun, sont égaux entre eux, d'où 
^ MOP = ^ PON. Les triangles MOP et PON ayant un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun sont égaux, 
d'où ^ BPO = ^ AFO = 90". 

9. Par un point G d'une dfoile AB mener une droite CQ 



[•i,i.. 3. 




telle que l'angle QCl' soil égal à un angle donné a [fig. 4), 
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Du somniel L comme centre, avec une ouverture de compas 
a rbitr; ire, décrivons \\n arc de cercle qui coupe en M et en N les 
côtés de l'angle MLN = a\ du point C comme centre, avec la 
même ouverture de compas, décrivons l'arc de cercle QP; puis, 
avec une ouverture de compas égale à la corde NM, déterminons 
la corde PQ égale àNM, enfin menons la droite CQ. Les triangles 
MLN et QCP ayant les trois côtés égaux chacun à chacun sont 
égaux, donc l'angle QCP est égal à l'angle MLN ^= a. 

10. Coitslrtiire un angle égala la somme algébrique des angles 
■\- ffl|, -\- fflj, — tïj, + a^, — «5. 

Soient sur un cercle dont le centre est O, ou sur deux cercles 
placés dans un mf me plan et ayant pour centres l'un le point O, 
l'autre le point Oj, deux arcs de cercle AMB et A|M|B|. On dit 
que ces deux arcs de cercle sont de même sens^ si un observateur 
placé en et regardant un mobile qui port de A et parcourt 
l'arc AMB, et un autre observateur placé en O,, du même côté 
par rapport au plan, et regardant un mobile qui part de A, et 
parcourt l'arc A|M,B,, voient tous deux ie mobile qu'ils suivent 
se déplacer, de leur gauche à leur droite ou de leur droite à leur 
gauche. 

On dit que ces arcs sont de sens contraires lorsque, dans les 
mêmes conditions, un des observateurs voit le mobile se déplacer 
de gauche à droite, tandis que l'autre le voit se déplacer de droite 
à gauche. 

Deux angles AOB et A,0,B,, situés dans un même plan, sont 
de mfime sens, ou de sens contraires, quand les arcs de cercle AB 
et A|B, décrits l'un de 0, l'autre de 0, comme centres, avec des 
rayons arbitraires, sont des arcs de même sens ou de sens con- 
traires. 

Pour construire la somme algébrique des angles -\-a^,-\-a^, 
— ag,-\-a^. — «5, décrivons, des sommets de ces angles comme 
centres, avec une ouverture de compas arbitraire, des arcs de 
cercle ô,c, , ôj^^a' ^a'^a' ^l'^n ^î''i- D'"ii point quelconque A comme 
centre, avec le même rayon, décrivons une circonférence de cercle. 
D'un point arbitraire A, de cette circonférence, avec une ouverture 
de compas égale à la corde qui sous-tend l'arc b^c,, déterminons 
l'arc A,Aj égal à S,c,. Du point A^, avec une ouverture de compas 
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égale à la corde qui sous-tend l'arc b^c^, déterminons dans le 
même sens Tare AjA^ égal à ôjCj. Du point Ag, avec une ouverture 
de compas égale à la corde qui sous-tend l'arc b^c^, déterminons, 
dans le sens contraire, l'arc A^A^ égal à C363 (ou ~ ô^c^) et ainsi 
de suite. Enfin réunissons l'extrémité A,, du dernier arc rapporté 
avec le centre A, et nous obtiendrons l'angle A|AA„ égal à la 
somme algébrique des angles donnés. 

11. Diviser un angle donné BAC en deux parties égales [fig. 5). 
Du point A comme centre avec un rayon 

arbitraire, décrivons un arc de cercle qui 

rencontre les côtés de l'angle aux points M 

et N. De ces points comme centres, avec un 

rayon plus grand que la moitié de la corde 

MN, décrivons des arcs de cercle qui se 

coupent en 0, Joignons A et 0, La droite AO 

est la bissectrice de l'angle BAC. En effet 

les triangles AMO et ANO, ayant deux côtés égaux chacun 

à chacun et un troisième côté, AO, commun, sont égaux, d'où 

^MAO=^NAO. 

12. Mener, par un point donné O, une parallèle à une droite 
donnée MN. 

D'un point quelconque B de la droite MN pour centre, avec BO 
pour rayon, décrivons un arc de cercle qui rencontre la droite MN 
au point C ; du point comme centre, avec le même rayon, 
décrivons un arc de cercle BD ; puis avec une ouverture de 
compas égale à la corde GO, déterminons la corde BD et menons 
la droite CD ; cette droite est la parallèle demandée. 




18. Mener une droite qui soii à une distance donnée a d'une 
droite donnée AB. 

Elevons une perpendiculaire à la droite ÂB ; portons sur cette 
perpendiculaire la ligne a, et par son extrémité menons une paral- 
lèle à AB (I, 12). 

14. Partager une longueur donnée AB e» n parties égales. 

Menons par le point A une droite quelconque AC ; prenons sur 
cette droite n segments de droite égaux et juxtaposés ; joignons 
l'extrémité P du dernier segment au point B et menons par les 
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exiréniitos des autres segments les droites parallèles à PB. La 
droite AB sera ainsi partgée en n parties égales. 

15. Partager une longueur donnée AB en parties proportion- 
nelles à des longueurs données (fig. 6). 

Soit à partager AB en deux parties proportionnelles aux lon- 
gueurs a et 6, par exemple dans le rapport 
ZA de 3 à 2. Menons par le point A une droite 

r/ i quelconque AC, et prenons sur cette droite un 

\ ; segment AP égal à trois fois un segment de 

droite arbitraire ; du point P, prenons PC 
"■ K ' égal à deux fols le même segment ; joignons 

''^' les points G et B, et menons la droite PE 

parallèle à CB. La droite AB sora ainsi partagée par le point E 
en deux parties proportionnelles aux longueurs données a et b. 
Si le rapport des droites « et ô n'est pas donné, prenons, avec 
un compas, AP ^ a et PC ^^ h ; joignons les points C et B et 
menons, comme ci-dessus, PE parallèle à CB. 

16. Svr le prolongement d'une portion de droite donnée AB 

AC m 

trouver un point C, tel que -râ =^ "" (^i l"*)' 

Construire un triangle connaissant : 



18. 


A, C, b. 




19. 


a, c, B. 




ao. 

21. 


A = 90-, a, 
A = 90-, S, 


B, 


22. 


A — 90°, «, 


b. 


23. 


A = 90°, b. 


C. 


24. 


A = 90-, t, 


B. 


25. 


A, 6, îMè. 




26. 


A, S», ». 




27. 


A, B, 6a. 




28. 


», S, >»,. 




29. 


A, Si, 4.. 




30. 


» = c, B. 




31. 


S = c, A,,. 
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Construire un quadrilatère ABCD, connaissant ; 

32. A, B, C, AB, AD. 

33. AB, BC, CD, B, C. 

34. AB, A, B, ^ CAB, ^ DBA. 

35. A, B, CAD, CD. 

36. AB, AC, AD, ^ CAB, ^ DBA. 

Construire un parallélogramme ABCD, connaissant : 

37. AB.BC, AC(I, 17). 

38. AH, BC, B(I, 19). 

39. AB, BAC, ABD (I, 18). 

40. AB, BD, ABD(I, 19). 

41. AB, AC, BD(I, 17). 

42. AC, BD, ^(AC, BD)(I, 19). 

43. Construire un carré, connaissant la diagonale. 

44. Construire un losange^ connaissant les diagonales. 



45. Déterminer ; 1° l'angle compris entre les bissectrices MN 
et PQ des angles AOC etBOD dont les côtés sont respectivement 
perpendiculaires ; 

2" L'angle compris entre les bissectrices des angles adjacents 
supplémentaires ABC et CBD. 

46. La demi-somme de deux côtés AB et BC d'un triangle ABC 
est plus grande que la médiane BD relative au troisième côté. 

Prolongeons la médiane et construisons un parallélogramme AIÎCE 
dont !a diagonale BE est égale à 2BD. Nous avons EA + AB > BE, mais 

EA = BC et BE — 2BD ; donc BC + AB > 2BD, ou ^^ ^ ^"^ > BD. 



47. La somme des trois médianes d'un triangle est comprise 
entre la moitié du périmètre du triangle et ce périmètre: 
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nia 4- m/i + '»(-■ < a-\~h + c. 



48. Les milieux de tous ies segments de droite compris entre 
deux droites parallèles se trouvent sur une même droite, qui est la 
parallèle équidistante des deux premières. 

49. Deux cordes qui forment avec un rayon en un point arbi- 
traire de ce rayon un angle égal sont égales entre elles. 

50. Si deux cordes forment avec un diamètre des angles égaux 
en deux points de ce diamètre équidistants du centre, ces deux 
cordes sont égales entre elles. 

51. Si la corde AB est égale au double de la distance qui la 
sépare du centre du cercle, l'arc sous-tendu par celte corde est 
de SO". 

58. La bissectrice de l'angle formé par le prolongement de 
deux cordes égales passe par le centre du cercle. 

53. Soit ABC un triangle rectangle dans lequel A = 90", 
C := 60" ; démontrer que la bissectrice de l'angle C est égale au 
segment BD déterminé par elle sur le côté AB. 

54. Soit M un point situé sur le côté AB d'un triangle donné 
ABC. Combien peut-on former de triangles semblables au 
triangle ABC par des transversales passant par M ? (Rép. : 4). 

55. Si dans deux triangles les hauteurs sont proportionnelles 
aux segments qu'elles déterminent sur les bases, ces triangles 
sont semblables. , 

56. Les segments déterminés sur un quelconque des côtés 
d'un triangle par la bissectrice de l'angle opposé à ce côté sont 
plus petits que les côtés adjacents à ces segments. 

Soit BD la bissectrice de l'angle B du ti'iangle ABC. Nous avons 
donc AD < AB. De même DC < BG. 
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57. Soient BD et FH les bissectrices des angles B ot F et soit 

AB + BC + AC AD_DC. 
EF + FG + EG ^ EH ^ HG' 

démontrep que les triangles ABC el EFG sont semblables [fig. 7). 

En effet, 



58. Si deux triangles ont un angle an sommet égal et les 
rapports entre les segments déterminés sur la base par la hau- 
teur égaux, ces deux triangles sont semblables. 



Soient, dans les triangles ABC Dt DEF, Il =; E, j-t7 = -jj^- 

Menons dans l'angle ABG une droite parallèle à AG et sur laquelle les 
côtés de l'angle interceptent un segment JK égal k DH. Prolongeons JK 

jusqu'à l'intersection avec BC en L. Nous avons -.vr -^ ■j^i ce qui, en 



comparant avec 



AG _GC 



DH ~HF 



;7=;i donne KL = HF, Il est facile de démontrer 



que les triangles JBL et DEF sont égaux. Or, comme les triangles JBL et 
ABC sont semblables, les triangles donnés DEF et ABC le sont également. 
Le IhéorÈme est encore vrai si, au lieu des hauteurs, on prend des 
lignes droites formant avec la base des angles égaux. 



59. Si, dai 



n triangle ABC, nous menons une ligne DE 
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■VC m 

parallèle à AC, telle que irr^r =-. — i toutes les autres lignes du 

triangle BDE sont dans le même rapport avec les lignes corres- 
pondantes du triangle BAC. 

Prenons, pav exemple, les médianes AP el DM {p'j. 8). Dans les 

triangles semblables ABC et DBE nous avons 

A BC 

/-A, AB BC , , , AB 2 liP 

b// \ M = BÊ ^'' rar oonséquont, j^f, - gj^ = j^i' 

Les triangles ABP et DBM, ayant un angle com- 
munB compris entre deux côtés proportionnels, 
sont semblables, dou^r-r= — = — = -. 



60. Les médianes homologues de deux triangles semblables 
partagent ces triangles en quatre triangles semblables deux à 
deux (I, 39). 

61. Les trois médianes d'un triangle se coupent en un même 
point, et les segments de chaque médiane sont entre eux dans le 
rapport de 2 àl. 

Soit AD la médiane issue du sommet A. Toute droite menée du som- 
met B fi un point de AC situé entre A et C rencontre AD entre A et I). 
Soit BE la médiane issue du point B; elle rencontre AD en un cer- 
tain point 0. Menons par C une parallèle à BE ; elle rencontre le 
prolongement de AD en un certain point F. Dans le triangle ACF, la 
droite EO passe par le milieu de AC, et, de plus, elle est parallèle à Cl'', 
donc le point est le milieu de AF. D'autre part, les triangles BDO, CDF, 
ayant un côté égal adjacent à deux angles égaux, chacun à chacun, sont 
égaux, et DO =: DF. Nous avons donc — ^^ j- 

On démontre de même que la médiane issue du point C rencontre la 
médiane AD, entre A et D, en un point dont la distance au point D est 
la. moitié de AO, c'est-à-dire au point 0. Donc les trois médianes sont 
concourantes et découpent l'une sur l'autre des se}j;ments dans le rap- 
port de 2 à 1. 

63. Dans un triangle rectangle dont un angle est de 60°, le cùlé 
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, à cet angle est égal à la moitié de rhypittén 

Mfiiioiis liD loUe que 

^ ABD = 60° ; 

'- DBC est alors de 30°, et nous 
TOi]sAB=AD — BD et Bl)= IJC, 




63. Tout triangle dans lequel le carré d'un côté est égal à la 
somme des carrés de deux autres côtés est ub triangle rectangle. 

64. Dans tout triangle dont un angle est de 60° ou de 120°, on 
^a? ^=b^ ■\- c^ — fie, ou rt^ ^^ 6^ -|- c^ -]- hc. 

65. Les cordes communes à un cercle donné et à tous les cercles 
passant par deux poinis lises vont concourir eu un même point 
{fig. 10). 



Soit 0| une circouKrenco pnssant par les points A et B el tangente à 
îa circonférence donnde en un point K. Admettons que la tangente 
commune aux deuK circonfé- 
rences rencontre le prolonge- 
ment de la droite AB en un 
pointe et que le prolongement 
dune droite arbitraire CM ren- 
contre la circonférence en 1., 
et la circonférence ABMN en L. 
lîn vertu du théorème sur les 
st^caules, nous avons AC X CB 
= CKî, AC X CB = CL X CM 
et CKï=CL,XCM,d'oùCL=CLi, 
ce qui ne peut avoir lieu que I orsque L et L, coïncident avec le point 
d'intersection N des circonférences et ARM.\. 




66. Si les points A, B, D et E situés sur les lignes AC et DC, 
qui se rencontrent au point C, satisfont à l'égalité AC X BC 
= DC X EC, ces points se trouvent sur rme circonférence {le 
point C peut être à rintérieiir ou à rextérleru' de la cir- 
conférence). 
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Faisons passer une circonférence par les points A, B et E, et suppo- 
sons qu'elle ne passe pas par le point D, mais par un autre point D' de 
la ligne BC. Nous aurons alors AC X BC = D'C X EC, d'oii D'C = DC. 
Le point !>' coïncide donc avec le point T). 

67. Le rayon du cercle inscrit dans un triangle éqiiilatéral est 
égal au tiers de sa hauteur. 

68. Déterminer le rayon d'un cercle, connaissant «, c et hi, d'un 
triangle inscrit. 

Si est le centre du cercle circonscrit et BOE le diamètre, nous 
avons, dans les triangles semblables ABD et BEC, ^ = ^77» d'où 

■< = if;- 

69. O étant le centre d'un cercle, ABC un triangle inscrit dans 
ce cercle et BD ^ hi„ démontrer que bg est la bissectrice de 
l'angle OBD. 

70. Les polygones réguliers ayant le même nombre de côtés 
sont semblables; les angles augmentent avec le nombre des 
côtés. 

71. Quel est le nombre des côtés d'un polygone régulier 
inscrit, lorsque le côté de ce polygone est deux fois plus petit que 
le côté du polygone circonscrit du même nombre de côtés ? 

La formule — = 2n donne cfi = 'ir^, ce qui a lieu lorsque a 

est le côté d'un triangle. 

72. Les diagonales d'un pentagone régulier déterminent par 
leurs intersections un nouveau pentagone régulier. 

73. Les côtés d'un triangle sont dans des rapports inverses 
avec les hauteurs relatives. 



lia surface d'u 



, ah , bj^ , ch-^ 
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74. Connaissant les trois haut(!iii's7'.|,7(.j,7;^,d"un triangle, déter- 
miner ses côtés(/î^. 11). ^ 

Prenons un cercle 
quelconque et un point 
Aen dehors de ce cercle. 
Du point A comme cen- 
tre avec h^, h^, /13, 
cooime rayons, décri- .^■'''^ 

vons trois arcs de cercle À"^--..^ 
B, C, D et prolongeons 
les lignes AC et AD. 

Les cfltés du triangle 
seront alors proportion- 
nels aux droites ;UL, AF Fig- H- 
et AG, attendu que nous 

avons AE X AB = AF X .IC = AG X AD. Comment faut-il clioisir le 
point A '! 

75. Dans les parallélogrammes et les rectangles équivalents, 
les hauteurs sont inversement proportionnelles aux bases. 

76. Dans les trapèzes équivalents, les hauteurs sont inversement 
proportionnelles aux droites, qui joignent les milieux des côtés 
non parallèles. 

77. Un trapèze est partagé en deux parties équivalentes par 
une droite inclinée sur les côtés parallèles. Démontrer que cette 
ligne passe par le milieu de la diTOte, qui joint les milieux des 
côtés non parallèles. 

78. Les périmètres des polygones oirconscriptibles équivalents 
sont inversement proportionnels aux rayons des cercles inscrits. 

79. Trouver la surface d'un triangle, connaissant abc et R. 



La surface est é 



' 4R 



, Deux triangles sont inscrits dans un cercle et ont une base 
. Démontrer que les produits des deux autres côtés 
sont proportionnels aux hauteurs abaissées sur la base commune. 

Désignons par s et s' les surfaces des deux triangles, par a, b, c, A le ^ 
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côtés et la hauteui" de Tun et par a, b', c, et h' les côtés et la liauteuf 
de l'autre. D'après la formule du paragraphe précédent, nous avons 



81. Étant donné que dans un prisme triangulaire oblique : i" 
les droites DM et DK sont respectivement perpendiculaires à AC 
et AB {/?(/. 12) ; 2° ML est perpendiculaire à AC et NK à AB dans 
le plan ABC, démontrer que la droite 
DO quijoint le point D au point d'inter- 
section de ML et de NK est perpendi- 
culaire au plan ABC. 




Le pied de la perpendiculaire 00 doit 
se trouver sur ML et sur NK et se trouve, 
par conséquent, à leur intersection. 
Si AJ) fait avec les arêtes AB et AC 
j.-„ 12. deux angles égaux, les triangles rectangles 

DAK et DAM sont égaux et, par conséquent, 
AM =: AK. De l'égalité des triangles rectangles AOM et KAO, nous con- 
cluons que l'angle OAM est égal à l'angle KAO et que le point se 
trouve sur la bissectrice de l'angle KAM. Si la perpendiculaire DM tombe 
sur le prolongement du côté AC, le point est sur la bissectrice de 
l'angle SAB. 
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CHAPITRE II 

PROBLÈMES SUR LA CONSTRUCTION 
DES FIGURES GÉOMÉTRIQUES 



Pour construire uoe ligure {'■éo métrique, connaissant quelques- 
uns de ses éléments, en nombre suffisant pour que le problème 
soit déterminé, on doit procéder de la manière suivante : 

a] Faii'e une construction approximative, en supposant le pro- 
blème résolu et chercher une corrélation entre les éléments donnés 
et cherchés ; 

I/) Cette corrélation une fois trouvée, effectuer la construction 
véritable ; 

c) Démontrer qu'elle est exacte ; 

d) Discuter le problème. 

Les exemples qui suivent peuvent servir de modèles pour la 
marche à suivre. 

1. Etant donnés trois B 

jioinisA, B et C, mener par \\ 

A une droite équidistaiite 
rfeB et de C. j^ 

a) Supposons le problème ""••.._^ j 

résolu [fig. 13), et soit AL c 

la droite cherchée. Menons Fig- 13. 

BC qui coupe AL en et 
abaissons les perpendiculaires BM et CL. Nous rcmari|uoi 
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que les triangles rectangles MBO et LCO, ayant un côté et un 
angle aigu égaux chacun à chacun {BM — LC, ^ BOM = ^COL), 
sont égaux et que, par conséquent, les hypoténuses BO et CO sont 
égales. 

b) Pour efîectner la coustruction, il suffit donc de joindre les 
points B et C, de partager BC en deux parties égales et de 
joindre le milieu de cettedroile au point donné A. 

c) Pour démontrer l'exactitude de la construction ci-dessus, con- 
sidérons les triangles rectangles BMO et CLO. Ces triangles 
ayant l'hypoténuse et un angle aigu égaux chacun à chacun sont 
égaux entre eux et, par conséquent, BM ^ CL. 

d) Le problème comporte toujours une solution et n'en comporte 
qu'une. Si le point A se trouve sur BC, la droite cherchée se con- 
fond avec elle. Si A et coïncident, le problème devient indéter- 
miné, toute droite passant par O satisfaisant & la donnée du pro- 
blème, 

2. Trouver sur le calé AC d'un angle donné BAC un point équi- 

distant du sommet A ci d'un point donné M situé à l'intérieur de 

l'angle. 

^-''' a) Supposons le problème 

\,^ résolu et soit X un point 

.-^ tel que AX = MX [fig. 14). 

^,,.-'^ .....,--,-.="- il Ayant abaissé une perpen- 

A-^^^^^^ — j^V""" — — — z diculaire XE sur la droite 

\ AM, nous remarquons que 

iy les triangles rectangles 

^Fig. 1',. AXE etJMXE, ayantl'hypo- 

ténuse et un côté de l'angle 
droit égaux chacun à chacun, sont égaux et que, par conséquent, 
AE := EM. 11 en résulte que le point cherché se trouve sur la per- 
pendiculaire menée à la droite AM par son milieu. 

h) Pour effectuer la construction, joignons les points A et M ; du 
milieu de la ligne AM élevons une perpendiculaire à cette droite 
([, 6). Le point d'intersection de la perpendiculaire avec le côté AC 
sera le point demandé. 

c) Les triangles rectangles AEX et MEX, qui ont deux côtés 
égaux chacun à chacun, sont égaux, d"où AX ■=. XM. 
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d) Le problème n'a pas de solution lorsque AM est perpendicu- 
laire à AC, la droite EN devenant alors parallèle au côté AC. 
f-orsquo M coïncide avec A, le problème est indéterminé, tout 
point de la droite AC satisfaisant à la condition posée. 

3. Etant donné deux droites parallèles MN et PQ et tm point A, 
mener par ce point une sécante telle qne le segment compris entre 
les parallèles soit égal à une portion de droite donnée a {/ig. 15). 

a) Supposons le problème résolu, , 
et soit B€ ^^ a. Pour résoudre le 
problème, il faut déterminer la 
direction de la sécante AC. Menons 
DE parallèle à BC ; nous avons 
alors DE =^ a, comme deux seg- 
ments de parallèles compris enlre 
deux parallèles. Le point E étant 
pris arbitrairement sur PQ, le point 
D se trouve à l'intersection de MN avec la circonférence de cercle 
décrite du point E comme centre avec ED ^ a comme rayon, 

b) Pour effectuer la construction, d'un point arbitraire Ë comme 
cenlre, avec a comme rayon, décrivons un arc de cercle et par les 
points d'intersection K et D de cet arc avec la droite MN menons 
deux rayons ED et EK. Enfin parle point A menons les droites AC 
et AR parallèles à ED et à EK, 

e) BC ^ DE et SR ^= EK comme segments de parallèles com- 
pris entre deux parallèles; mais KE:=DE = « el, par conséquent, 
BC = SR= a. 

d] Le problème comporte deux solutions lorsque MN coupe le 
cercle E ; il n'en a qu'une seule lorsque MN est tangente au cercle, 
et, dans ce cas, AC est perpendiculaire aux deux droites paral- 
lèles. Enfin le problème ne comporte pas de solution quand le 
cercle E ne touche pas MN. 

4. Par vnpoint M donné sur une circonférence de cercle, mener 
une tangente à ce cercle. 

5. Menei' une circonférence de rat/on déterminé tangente à une 
droite donnée en un point donné. 

6. Mener une tangente à un cercle parallèlement à une droite 
donnée [fig. 16). 
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sons le problème résolu. Soit AB tangente au cercle O 



et parallèle à MN, Le problème se réduit à trouver le point de 

contact F. En effet, ce point étant trouvé, joignons O et F, 

prolongeons OF jusqu'à son intersection 

M ^' K <"ec MN en L. ^ NLO = ^ BFO comme 

correspondants, mais ^ BFO est droit, 
donc ^ NLO l'est également, et OL est 
perpendiculaire à MN. 

b) Pour effectuer la construction, abais- 
sons du centre O une perpendiculaire sur la 
F'8- '''■ droite donnée MN. Cette perpendiculaire 

rencontre le cercle en deux points F et K. 
Par chacun de ces points menons une parallèle à la droite donnée. 
e) ^:::OLN = .iiOFB, comme correspondants ; mais .^OLN = 90" ; 
donc .iiOFB = StO", et BF est la tangente demandée, comme per- 
pendiculaire à l'extrémité du diamètre KF, 

d) Le problème comporte toujours deux solutions, 

7. Par un point donné M mener une circonférence tangente à 
une circonférence donnée en un point donné L [fig. 1 7), 

a) Supposons le problème résolu, et 
soit 0, une circonférence tangente à la 
circonférence au point L et passant 
par le point donné M. Le centre O, doit 
se trouver sur le prolongement de la 
droite OL et en même temps sur la per- 
pendiculaire à la corde ML menée par 
son milieu. Il se trouvera donc à l'inter- 
section de ces deux droites. Fig. 17. 

b) Pour effectuer la construction, on 

joint le point Laux points et M, et, par le milieu de la droite ML, 
on élève une perpendiculaire à cette droite. Le point d'intersec- 
tion O, de la perpendiculaire QP et du prolongement du rayon OL 
est le centre du cercle demandé, 

e) En effet, 0,L ^ OjM comme obliques dont les pieds sont à 
égale distance du pied de la perpendiculaire PQ. Les points L 
et M se trouvent donc sur une Circonférence ; d'autre part, la 
ligne des centres 00, est égale à OL + 0,L ou à la somme des 




y Google 



CONSTRUCTION DES FIGURES GEOMETRIQUES 19 

rayons ; donc L est le point de contact des deux circonférences. 
d] La solution reste la même, si le point M est à l'intérieup du 
cercle {/îff. 18), avec cette différence que la circonférence 
cherchée sera à l'intérieur de la circonférence donnée et que la 
ligne des centres sera égale à la différence des rayons. Si le 
point M est sur la circonférence, la circonférence cherchée 





Fig, 19. 



coïncide avec la circonférence donnée. Le problème ne comporte 
■pas de solution, si le point M est sur la tangente menée à la circon- 
férence au point L {/î£f. 19) ; car, dans ce cas, la perpendicu- 
laire PQ étant parallèle à la ligne OL, le centre cherché se 
trouve à rinfini. 
8. Inscrire dans un carré donné ABCD un triangle équilatéral 



de telle manière qu'un de ses sommets s'appuie sur AD < 
point donnée [/iff.'^). 

a) Soit EFG le trian- 
gle cherché. Menons 
GH parallèle à CD et 
construisons sur EF 
un triangle EJF égal 
à EGH. L'angle exté- 
rieur AEG est égal à 
EGH-f-90^maisile8t 
aussi égal à la somme 
AEJ + JEF -I- 60; 
d'où AE.I = 30". 

/>) Pour efîectuBr la 
construction, menons EJ lelle que AEJ =: 30° (I, 9) ; prenons 
EJ ^ CD ; du point J menons une perpendiculaire à JE. L'inter- 
section de cette perpendiculaire avec le côté AB est I 
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sommet du triangle. Pour trouver le troisième, il suffit de décriro, 
du point E comme centre, avec EF comme rayon, un arc de cercle 
qui coupera BC au point G. 

c) Le triangle EFG est un triangle équilatéral. En effet, 
AEG — AEJ + JEF + FEG = EGH + 80° ; mais JEF = EGH 
(à cause de l'égalité des triangles rectangles JEF, EGH ayant 
l'hypoténuse et un côté égaux cliacun à chacun) ; donc, en 
substituant 30° à AEJ et en supprimant les parties égales, 
on obtient 30" + FEG = 90", d'où FEG = 60°. 

d) r.e problème est possible lorsque JF rencontre AB ; si cela 
n'a pas lieu, on construit KED =^ 30" du côté opposé, et les 
sommets du triangle cherché se trouveront sur les côtés BC, CD 
et AD. Si les points E et A coïncident, les côtés du triangle 
forment des angles de 15" avec les côtés AB et AD. Le problème 
comporte donc toujours une solution. 

9. Etant donnés vn cercle et un point A pris en dehors de ce 
cercle, tracer par X nne sécante telle que le segment intérieur soit 
égal au segment extérieur {fig. 21). 
a) Supposons le problème résolu. 
1\b Soit AC = CB. Menons le diamètre BD 
et joignons les points D et G. L'angle 
DCB qui s'appuie sur un diamètre est 
droit. Les triangles rectangles ACD et 
CBD sont égaux, d'où AD = DB. Le 
point D est donc à l'intersection de la 
circonfei encc et dune autre circonférence dn rayon égal au 
diamètre. 

6) Pour effectuer la construction, décrivons du point A comme 
centre une circonférence de rayon AD = MN; joignons D et 
le centre et prolongeons DO jusqu'à l'intersection en B avec 
la circonférence. La ligne AB est la sécante demandée. 

c) Le triangle ADB est un triangle isocèle ; DC est la hautcnr 
de ce triangle, car DCB ^90°; or la hauteur d'un triangle 
isocèle coupe la base en deux parties égales, d'où AC = CB. 

(^ La circonférence décrite du point A comme centre et avec 
un rayon égal au diamètre de la circonférence peut couper 
celle-ci en deux points (D et K) ; en un seul, lorsque les deux 
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circonférences sont tangentes', ou ne pas couper du tout, lorsque la 
distance AO est plus grande que le triple du rayon. Le problème 
comporte donc deux solutions, une seule, on ?i'a pas de solution 
du tout. 



Comme le lecteur le voit, l'on commence par supposer le pro- 
blème résolu ; on fait un dessin, on observe le rapport entre les 
lignes, les points, les angles, etc. Au besoin, on trace des lignes 
auxiliaires, comme nous l'avons vu lors de la solution des pro - 
blêmes 3, 8 et 9. Une fois la solution ébauchée, on effectue la 
construction, on fait la preuve, et enfin on discute le problème 
dans le but de déterminer le nombre de solutions qu'il comporte . 

Les problèmes suivants peuvent être résolus de la manière que 
nous venons d'exposer, 

10. Par trois points donnés, mener trois parallèles telles que la 
distance qui sépare la première de la deuxième soit égale à celle 
qui sépare la deuxième de la troisième [trois solutions). 

11. Étant donnés une droite MN etdeux points A et B, trouver 
sur la droite AB un point tel que sa distance à la ligne MN soit 
égale à la demi-somme des distances des points A et B à la 
même droite. 

12. Des points A et B comme centre décrire deux circonférences 
de même rayon, de façon à ce que la tangente commune à ces 
circonférences passe par le point C (II, i). Au lieu de l'égalité de 
rayons, on peut donner leur rapport. 

13. Des points A et B comme centres, décrire deux circonfé- 
rences de même rayon, telles que la tangente commune aux deux 
circonférences soit en même temps tangente à une circonférence 
donnée 0. 

14. Étant donnés trois points. A, B et C, mener une droite par 
le point A, de telle manière que les pieds des perpendiculaires 
abaissées de B et de C sur celte droite soient à égale distance du 
point A, 

15. Étant donnés une droite MN, un point A siir cette droite et 
deux points B ot C en dehors, mener par ces derniers deux parai- 
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lèles qui coupent MN en dûux points D et E, tels que lu rapport 
de DA à DE soit donné. 

16. Construire un parallélogramme de telle manière que les 
milieux de trois de ses côtés soient en trois points donnés. 

17. Construire un triangle, connaissant la situation des milieux 
de ses Irais côtés. 

18. Mener une droite à égale distance de trois points donnés. 

19. Étant donnés quatre points non en ligne droite, mener une 
droite telle que les dislances des points A et B à cette droite soient 
respectivement égales aux distances des points C et D à la même 
draite, 

30. Mener par un point donné A une droite telle que les dis- 
tances de deux points donnés B et C à cette droite soient dans un 
rapport donné. 

21 . Par deux points donnés, mener deux parallèles sur lesquelles 
une circonférence donnée intercepte deux portions de droites égales. 

83. Tracer une circonférence passant par deux points A et B 
et tangente à une droite CD parallèle à AB, 

23. Par le point A pris à l'intérieur d"un angle BCD, mener 
une droite qui détermine sur les côtés de l'angle deux segments 
de droite égaux. 

34. Par le point A pris à l'intérieur d'un angle BCD, mener 
une droite qui forme avec les côtés de l'angle deux angles égaux. 

35. Construire un triangle ABC, connaissant la hauteur BD 
issue de l'angle B et les rayons des cercles circonscrits aux 
triangles ABD et CBD. 

36. Étant données deux circonférences concentriques, tracer du 
même centre une troisième circonférence, de façon qu'vin triangle 
donné puisse avoir ses trois sommets sur chacune des trois cir- 
conférences (trois cas). 

87. Étant donnés deux angles dont les côtés sont parallèles 
deux h deux, mener, par l'intersection X des cotés non paraûèles 
une sécante ZXY (Z et Y sur les autres côtés non parallèles) 
telle que ZX = XY. 

38. Construire un parallélogramme de telle manière que deux 
sommets opposés soient en deux points donnés A ot C, et deux 
autres sur une circonférence donnée. 
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89. Construire un losange, connaiHsaiit une liiagonaie et le 
rayon du cercle inscrit, 

30. Étant donnés un point A et deux circonférences de rayon 
égal, mener par A. une droite sur laquelle les circonférences inter- 
ceptent deux portions de droite égales. 

31. Étant données deux circonférences sécantes de rayon égal, 
mener par l'un des points d'intersection deux cordes égales (l'une 
dans le premier cercle, l'autre dans le second) et formant un 
angle donné, 

83. Par l'un des points d'intersection de deux circonférences 
données, mener une droite siir laquelle les circonférences inter- 
ceptent deux portions de droite égales ou se trouvant dans un 
rapport donné. 

83. Construire un triangle ABC, connaissant une médiane BD 
et les rayons des cercleâ circonscrits aux triangles ABD et CBD. 

34. Mener par le point d'intersection A des circonférences 
et 0, une sécante BAC, de telle façon que les angles BOA et AO,C 
soient égaux. 

35. Du point A comme centre, décrire une circonférence qui 
rencontre orthogonalement une circonférence donnée 0. 

36. Par un point M d'une circonférence 0, mener une corde 
deux fois plus grande que sa distance au centre (I, 51). 

37. Du point A comme centre, décrire une circonférence qui 
coupe une circonférence donnée en deuxparties égales. 

38. Étant donné un cercle, trouver, sur le prolongement d'un 
diamètre donné, un point tel que les tangentes menées de ce 
point au cercle soient égales : o) au rayon ; — b) à la moitié du 

39. Ktant donnés deux points A et B, mener par ces points 
deux circonférences, de telle manière que les tangentes au point A 
soient parallèles à deux droites données. 

40. Tracer un cercle tangent à trois cercles égaux donnés, 

41. Mener une sécante à deux parallèles données, de telle 
manière que le segment compris entre les parallèles soit de lon- 
gueur donnée et que les distances de deux points A et B à cette 
sécante soient dans un rapport donné (I, 16). 

43. Mener une droite tangente à un cercle donné et telle que 
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le serment compris entre deux parallèles données soit de lon- 
gueur donnée (II, 6). 

43. Décrire nn cercle passant par deux points donnés A et B 
et ayant avec un cercle donné une corde commune parallèle à 
une droite donnée. 

44. Décrire un cercle tangent à un cercle donné en un poinl 
donné A et ayant avec un autre cercle donné 0, une corde com- 
mune, telle que la perpendiculaire abaissée sur cette corde du 
centre 0, passe par un autre point donné B, 

45. Trouver, sur un des côtés d'un triangle rectangle, un point 
qui soit situé à égale distance de l'hypoténuse et du sommet de 
l'angle droit (I, H). 

46. Par un point donné, mener une circonférence tangente à 
deux droites parallèles données. 

47. Étant donnés un angle et un point A, mener par ce der- 
nier une sécante, de telle manière qu'elle soit partagée par le 
point A dans un rapport donné. 

48. Étant donnés une circonférence de cercle et un point A sur 
cette circonférence, mener par ce point une corde AD qui soit 
coupée par une corde donnée BC dans un rapport donné (I, 16). 

49. Étant donnés deux points A et B pris sur deux parallèles 
et un troisième point C pris en dehors de ces parallèles, mener 
par C une sécante DE telle que AD et BE soient dans un rapport 
donné. 

y la droite cherchée DE rencontre ia droite Alî ou son prolongement 
en un point Y, nous avons t-7;= t7^(I. 15)- C,^ problème n'est qu'un cas 
particulier du problème général résolu par Apollonius ('). 

50. Inscrire dans un cercle donné un trapè/e ABCD tel que le 
côté AB soit de longueur donnée et que l'arc BC soit deux fois 
plus petit que l'arc ABCD, 

51. Construire un triangle équilatéral, connaissant le rayon du 
cercle inscrit (l, 67). 

(I) Apollonius, géomètre et astronome grec du ni' siècle avant Jésiis- 
Chriat, originaire de Perga, en Pamphjdie, disciple d'Archimède et l'un des 
créateurs des sciences mathématiques. 
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52. Construire un triangle équilatéral, connaissant la somme 
de la hauteur et du rayon du cercle circonscrit. 

53. Construire un triangle rectangle isocèle, connaissant la 
somme de riiypolénuse et de la hauteur issue du sommet de 
l'angle droit. 

54. Construire un triangle, connaissant un angle A et les 
distances des sommets B et C au centre du cercle inscrit (I, 19). 

55. Inscrire dans un triangle équilatéral donné «n antre 
triangle équilatéral de telle manière que l'un de ses sommets soit 
en un point donné. 

56. Construire un triangle, connaissant la hauteur hi, et les 
lignes CD et CE menées du sommet C et divisant le côté c en 
trois parties égales (ou, en général, dans un rapport donné). 

57. Inscrire dans «n carré donné ABCD un triangle équilatéral, 
de telle façon que Tun de ses sommets soit en un point donné A 
(.H, 8). 

58. Tracer par un point donné A une circonférence de rayon 
donné, de telle manière que la tangente menée d'un point donné 
B à cette circonférence soit de longueur donnée. 

59. Inscrire un carré dans un carré donné ABCD, de telle façon 
que l'un de ses sommets soit en un point donné du côté AB. 

60. Inscrire dans un hexagone régulier un autre hexagone 
régulier, de telle façon que l'un de ses sommets soit en un point 
donné de l'un des côtés. 

61. Inscrire dans un rectangle donné ABCD un autre rectangle 
dont un des sommets soit en un point M du côté AD. 

Prenons sur le côté BÛ une droite BP égale à Ml) ; hi droite MP sera 
la diagonale du rectangle cherché. 

62. Inscrire dans un rectangle donné un losange qui ail une 
diagonale commune avec le rectangle. 

63. Diviser un angle de 90", de 43" ou de 135" en trois parties 
égales, _ 

64. Etant donnés trois cercles égaux, trouver un point tel 
que les tangentes menées de ce point aux cercles soient égales 
entre elles. 
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65. Mener entre deux parallèles données une droite de lon- 
gueur déterminée et telle que la perpendiculaire abaissée d'un 
point donné A sur cette droite passe par son milieu (I, 48). 

66. Étant donnée une circonférence, y inscrire un trapèze tel 
que l'un des côtés non parallèles soit de longueur donnée et que 
les côtés parallèles soient dans un rapport donné. 

Prolonger les côtés non parallèles jusrju'à leur intersection (I, i6). 



67. Tracer un cercle tangent à un cercle donné et à une 
droite donnée AB en un point donné M. 

Supposons le problème résolu et soit 0, le cercle cherché. Le 
centre 0, doit se trouver sur la perpendiculaire élevée à la droite AB au 
point M. Traçons la ligne des centres 00) , menons OL parallèle à MO, et 
joignons L et M au point de contact K. Les angles LOK et KO,M sont 
égaux comme alternes, interaes par rapport aux parallèles OL et 0,M 
et à la sécante 00, ; les triangles isocèles LOK et KO,M sont donc sem- 
blables. Nous en concluons que les angles LKO et MKO, sont égaux 
et que la ligne LKM est une droile. 





ii;. 2-2. 



Pour effectuer la construction, il sufftt donc de mener MO,, perpendi- 
culaire à AB et OL parallèle à MO,, de joindre les points L et M et de 
tracer OK. Le point d'intersection du prolongement de OK ayec MO, 
est le centi-e du cercle clierehé. 

Le même, procédé peut être appliqué au cas oii le contact doit être 
intérieur f^. 23). Le point L, est obtenu en menant OP perpendicu- 
laire à AB. 

68. Tracer un cercle tangent à une droile donnée et à un cercle 
donné en un point donné. 

Mener par le point donné une tangente. 
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69. Tracer un cercle O3 tangent à un cercle donné O, en un 
point donné M et à un autre cercle donné O^. 

Joignons le centre 0) au point M, et prenons à partir du point M un 
segment MK égal au rayon du cercle Og. Joignons K à Oj, et par le 
milieu de KOj élevons une perpendiculaire à cette droite. L'intersection 
de celte perpendiculaire avec le prolongement de la ligne O^U déter- 
mine le centre Oj du cercle demandé. 

En effet, soit C le milieu de la droite KOj et B l'intersection de la ligne 
OaOj avec la circonférence Oj, les triangles rectangles CKO^ et COgOa 
ayant deux côtés égaux chacun à cha- 
cun sont égaux, d'oùKOj^OaOj 
KM = O2B, donc O3M = O3B. 

2" Nous pouvons procéder également 
ainsi : soit O3 le cercle cherché {fig. 24). 
Joignonsles deux points de contact M et B, 
prolongeons MB jusqu'à son intersection 
en C avec la circonférence 0^ et menons 
CO2. Les angles MBOj et OjBC étant égaux, Kig. 24. 

les triangles isocèles MO3B et BO^G sont 
semblables et par conséquent O^C est parallèle à OjM, 

Pour effectuer la construction, il faut donc joindre 0, à M, prolonger 
OjM, mener OaC parallèle à QiM, joindre G à M et par le centre Oj et 
le point d'intersection B de la circonférence Og avec la droite CM 
mener O^B. Son prolongement rencontre le prolongement de 0)M au 
point O3 qui est le centre du cercle cherché. 

Le problème comporte deux solutions. En effet la droite parallèle à 
0,M et passant par 0^ coupe la circonférence 0^ en deux points C et I). 
Joignons D à M et par O2 et L menons O^Q jusqu'à son intersection avec 
MO). Le point Q est le centre du second cercle satisfaisant à la donnée 
du problème. 




70. Tracer un cercle O3 tangent à deux cercles donnés 0, 
et Oa de telle manière que la tangente commune aux cercles 0, 
et Oj passe par un point donné. 
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SIETIIOBE DES LIEUX <iEOMKTHI0U]LS 

Considérations générales et principaux lieux géométriques 

Ou appelle lieu géométrique l'ensemble des points jouissant 
d'une certaine propriété. Chaque point du lieu géométrique doit 
jouir de cette propriété, et, par contre, tout point jouissant de la 
propriété énoncée doit se trouver sur le lieu géométrique. 

Dans un grand nombre de problèmes tout se ramène à la déter- 
mination d'un point. Dans ce cas on fait abstraction d'une des 
conditions posées dans l'énoncé, et le point cherché pourra alors 
occuper une infinité de situations, qui toutes satisferont à toutes 
les données du problème moins une. Cette suite ininterrompue de 
points forme un lieu géométrique, qui nous est généralement 
connu d'avance ; dans le cas contraire on doit déterminer le lieu 
par des constructions auxiliaires. Ce lieu une fois tracé, on intro- 
duit la donnée exclue, on en exclut une autre et on détermine un 
deuxième lieu géométrique. Le point cherché devant être sur les 
deux se trouvera à leur intersection, et le problème sera résolu. 

Souvent la situation d'un point devient déterminée lorsqu'on 
construit un seul lieu géométrique, un autre lieu qui contient ce 
point étant donné d'avance. 

Il arrive quelquefois que tous les Heux géométriques construits 
d'après les données du problème se confondent. Dans ce cas la 
situation du point cherché devient indéterminée. 

La connaissance approfondie d'un grand nombre de lieux géo- 
métriques permet souvent de voir du premier coup où se trouve 
le point cherché. 

Nous allons en indiquer les plus importants". 

L — Le lieu des points se trouvant à une dislance donnée a d'un 
point donné M est une circonférence de cercle ayant le point donna 
pour centre et la dislance donnée pour rayon. 

n. — Le lien des points équidistants de deux points donnés est la 
perpendiculaire menée par le milieu de la droite qui joint ces deux 
points. 
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m. — Le lieu ffàométriqiie des points qui se trouvent, à une distance 
donnée a d'une droite donnée AB se compose de deux droites paral- 
lèles à AB ei situées à la distance a de celle-ci. 

IV. — Le lieu géométrique des points qui partagent, dans un 
rapport constant, les segments de parallèles compris entre les côlés 
d'un angle donné se compose de deuœ droites passant par le sommet 
de l'angle et deuco points Jouissant de celle propriété et situés sur 
une quelconque des sécantes parallèles. 

Conséquences du théorème IV : 

a) Le lieu géométrique des points milieu-e de toutes les droites 
menées parallèlement à l'un des côtés iiCun triangle est la médiane 
de ce côté. 

b) Les points dont les distances aux càtés d'un angle donné sont 
dans un rapport constant forment une droite qui passe par le 
sommet de l'angle et par un de ces points. 

c) La bissectrice d'un angle est le lieit géométrique des points 
éqtiidistants des côtés de Vangle. 

V. — Le lieu géométrique de tous les points d'unplan, d'oïl une 
portion de droite AB est vue sous un angle donné, se compose de 
deux arcs de cercle sous-tendus par la corde commune AB et situés 
de part et d'autre de cette corde (II, 73; /ïg. 30), 

Lorsque l'angle donné est droit, chacun des arcs est une moitié 
de la circonférence décrite sur AB comme diamètre, et le lieu 
géométrique est cette circonférence. 

Les sommets des triangles dont on connaît la hase et l'angle au 
sommet se trouvent sur un arc de cercle qui, avec la droite AB, 
forme un segment capable de l'angle donné. 

Vi. — Le lieu géométrique des points milieux des cordes égales 
tracées daits un cercle donné est une circonférence de cercle 
concentrique tangent à l'une de ces cordes {II, 78; fig. 33). 

Ce tliéorème peut être énoncé d'une façon plus générale ainsi : 
Le lieu géométrique des points qui partagent, dans un rapport 
donné, les cordes égales d'un cercle donné est une circonférence 
conce ntrique dont le rayon est égal à la distance du centre à l'un 
de ces points, 

VII. — Le lieu géométrique des points d'où un cercle donné est 
vu sous un angle donné est une circonférence concentrique dont le 
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rayon esl égal à la dislance du centre à l'un des points jouissant 
de cette propriété (II, 79; fig. 34). 

"WW.^Le lieu géométrique des points extrémités des tangentes de 
longueur donnée a à une circonférence de rayon donné r est une cir- 
conférence concentrique à la première et dont le rayon est \W+7^ 
(II, 80;;îi/. 33). 

IX. — Le lieu géométrique des sommets des triangles équivalents 
à un triangle donné ABC et ayant aoec lui une base commune AC 
se compose de deux droites parallèles à la base et situées à la 
distance égale à la hauteur BD du triangle ABC, 

Ce théorème n'est, en réalité, qu'un corollaire du lieu géomé- 
trique III, mais il a, sous cette forme, beaucoup d'applications. 

X. — Le lieu géom,étriqtie des points dont les carrés des 
distances à deux points donnés A et H ont une somme constante a^ 
est une circonférence de cercle qui a son centre au milieu de la 
droite qtd joint les dense points. 

Soit M un des points jouissant de celte propriété et, par consé- 
quent, AM' 4- MB':=«^. Construisons un parallélogramme AMBN ; 
nous aurons alors : 

2AM-' + 2:\IB^ = AB'^ + MN% ou 2«^ = AB^ + MN^ 

Désignant par b la longueur AB, nous pourrons écrire : 



MIV \!la-^ 



On en conchit que M est sur une circonférence dont le centre est 
au milieu delà droite AB ot dontle rayon est égal à — — ^ 



Pour construire la formule décrivons, sur une por- 
tion de droite de longueur a, une demi-circonférence. Soient c et rf 
les distances d'un point quelconque de cette circonférence aux 
extrémités du diamètre. Des points A et B comme centres avec c 
et rf comme rayons, décrivons des arcs de cercle. De l'intersec- 
tion C de ces arcs menons une droite au milieu de AB. La 
droite OC sera le rayon demandé (lit, 19). 
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XI, — Le lieu géumélriqite des jioinls dont les carrés des distances 
à deux points donnéslA et N ontune différence constante a^ est une 
droite perpendiculaire à MN en un point E déterminé par l'équa- 
tion EIVP — EN» = a^. 

En effet, prenons sur la perpendiculaire menée àMN au poinlE 
un point quelconque A et joignons-le aux points M et N. Nous 

KW- = AE^-f MES 
AN^ = AK^ -f ENS 

Eu faisant la soustraction, nous trouvons : 

KW — AK^ --= MK* — EX* = «2. 

Le point A ayant été pris an hasard, tous les points de la per- 
pendiculaire jouissent de la même propricté. 

XII. — Le liexi géométrique despoints 
dont les dislances à deux points donnés 

A e( B sont dans un rapport donné —1 

où m et n sont deux lignes ou deux va- 
leurs quelconques, est une circonférence 
de cercle du rat/on et du centre déter- 
minés {fig. 23). 

Soit C «n point jouissant de la propriété exprimée par le rap- 

porl. j=^ = — î où m > n. Trouvons sur AB un point E qui satis- 

\E m 
fasse à la condition rr^ ^= - (I, IS) : menous CD perpendiculaire 

àCE etBM parallèle à DC. Il résulte du rapport j^ ^ tttî que 

l'angle ACE est égal à l'angle BCE. Le triangle MCB, dont la hau- 
teur CE est la bissectrice de l'angle au sommet MCB, est isocèle, 

Li.Mf r./' n ■ A.D AC h.C m ■, I 

etMC = BC- Des rapports jrrrj = jr^rr = pp = — ou voit que la 

longueur AD est constante et qu'elle est facile à déterminer (1, 15). 
L'angle ECD étant droit, le point C se trouve sur une circonfé- 
rence dont ED est le diamètre (lieu géométrique V). Ce que nous 
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venons de dire du point C peut élre dît de tout autre point dont 
les distances aux points A et B se trouvent dans le rapport de 

XIII. — Le lieu géométrique des points tels que les tangentes 
menées de ces points à deux cerehs donnés sont égales est une 
droite perpendiculaire àla ligne des centres en un point déterminé. 

Soient O et O^ les centres des cercles donnés, R et R, leurs 
rayons, AB et AC deux tangentes égales menées du point A. 
Les tangentes étant perpendiculaires aux rayons à leurextrcmitc, 
nous avons : 

AB^ ^ AO- — R^ et AC^ = AO, — R| ; 

mais, comme AB = AC, nous trouvons AO* — H' = AO,^ — 
R,^ d'où AO^ — AO,a = Rs _ R,2. La différence R^ — R,- est 
constante ; A se trouve donc sur une perpendiculaire à 00, , en un 
point D tel que OD'— 0,D^ ^ R= — R,^ {lieu géométrique XI). 

La droite AD s'appelle axe radical ou axe de "puissances égales 
de cercles donnés. 

Lorsque les cercles se coupent, l'axe radical coïncide avec la 
corde commune. 

Ou verra phis loin (II, 89) que les axes radicaux de trois cercles 
se rencontrent en un seul point. Ce point s'appelle centre radical 
des cercles. En se servant de cette propriété, 11 est aisé de trouver 
l'axe radical de deux cercles. En effet il sufGt de tracer un 
troisième cercle arbitraire qui coupe les deux cercles donnés et 
de prolonger les deux cordes communes ainsi obtenues. En répé- 
tant cette construction deux fois, on trouve deux points de l'axe 
radical qui est ainsi déterminé. 

L'axe radical de deux cercles possède les propriétés suivantes : 

1. L'acce radical de deux cercles est le lieu géométrique des 
■centres des circonférences qui coupent ortfiogonalement deux cir- 
conférences données [ce n'est qu'une autre manière d'énoncer le 
lieu géométrique XIII). 

2. L'axe radical de deux cercles est plus rapprocM du centre 
du plus petit cercle que de celui du plus grand. 

3. Une droite parallèle à l'axe radical de deux cercles et pas- 
sant à une distance du centre d'un des deux cordes égale à celle à 
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laquelle l'axe radical passe de Vautre, est le lieu géométrique des 
centres des circonférences qui coupent les circonférences données 
en deux parties égales. 

Soit Oj une circonférence qui coupe une circonférence don- 
née 0, suivant les extrémités du diamètre AB ^^ SH, et une 
autre circonférence O^, suivant celles du diamètre CD = SR^. Des 
triangles rectangles 0)0,8 et DO3O2, nous déterminons OjOj^ 
= R/ — Ra^ et O.O^^ = R^^ _ R,3, d'où O^O,^ — 0,0^^ = 
R,^ — Rj^. Nous savons, d'autre part, que chaque point de l'axe 
radical répond à l'équation suivante : 0,X* — O^X'^ = R, ^ — 
Rj*, d'oii il résulte que le point O3 se trouve sur une droite per- 
pendiculaire à 0,0g à la distance de 0, égale à celle à laquelle 
Oj se trouve de l'axe radical. 

XIV. — Le lieu des centres de cercles d'tm rayon donné et qui 
déterminent dans un cercle donné une corde de longtieur constante 
est une circonférence de rayon déterminé (II, 90). 

Applications de la méthode des lieux géométriques 



ï point 




71. Trouver un point qui se trouve à la distance a d'iii 
donné A et à la distance h d'un autre point donné E 

Du point A comme centre et avec a 
comme rayon, on décrit iine circonfé- 
rence; du point B comme centre et avec b 
comme rayon, ou décrit une autre circon- 
férence. 

Les points d'intersection N et M des Fig. 26. 

deux circonférences satisfont à la donnée 

du problème. \\ existe deux solutions 
E lorsque a -|- è > AB, b — a<AB ; une 

seule solution lorsque a -)- 6 = AB (les 
circonférences sont alors tangentes) ; 
enfin il n'existe pas de solution quand 
a 4- 5 < AB ou 6 — « > AB. 

73. Étant donné un triangle ABC 
Fig. 27. {fig. 27), trouver im point é 

trois sommets du triangle. 




y Google 



3i PROBLEMES DE GEOMETRIE ÉLÉMENTAIRE 

Le point cherché devant être à égale distance des sommels B 
et C se trouve sur la perpendiculaire menée par le milieu de BC. 
H doit également se trouver sur la perpendiculaire élevée du mi- 
lieu de AB. 11 est donc à leur intersection, 

73. Trouver un point qui se trouve à la distance a de la droite 
AB et à la distance b de la droite CD (jîg. 28). 

Ce point se trouve sur une droite MN parallèle àAB et passante 
la distance a de cette dernière. 
^.^•^ Il se trouve également sur PQ 

" parallèle à CD et dont la dis- 

^^^^ tance à cette dernière est égale 

A'-""'^ /^ à J». il se trouve donc à l'inter- 

\ ii- ^ / section des lignes MN et PQ. 

\ „.-■■'''' / i- Le problème comporte quatre 

solutions, parce que chacun 
des lieux géométriques est 
formé par deux droites. Lors- 
que AB et CD sont parallèles^ 
Kig, 2B. le problème est indéterminé, si 

la somme ou la différence aÛLh 
est égale à la distance entre les parallèles AB et CD. Enfin il n'y 
a point de solution, lorsque, AB et CD étant parallèles, la s 
ou la différence « ± 5 est plus grande ou 
plus petite que la distance entre les lignes 
données. 

74. Inscrire dans un angle donné ABC 
un cercle tangent au côté BC en un point 
donné F [flg- 29). 

Nous savons que le centre du cercle ins- 
crit doit se trouver sur la bissectrice de l'anj 
se trouver sur la perpendiculaire élevé 
Il est donc à leur intersection. 

75. Décrire sur une droite AB Tare d'ut 
angle donné m [-fig. 30). 

Le centre cherché doit se trouver sur la droite EO perpendicu- 
laire à AB en son milieu; il est également, sur la droite AO, per- 
pendiculaire à la tangente AF formant avec la corde AB un 




2;le. 11 doit également 
a ligne BC au point F. 



i segment capable d'u 
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ingle égal à l'angle donné m. Il est donc à l'intersection de ces 



deux lignes. Lorsque m = 90°, le centre coïncidea- 
et l'arc AMNB est une demi- circonférence. 



c le point E , 





76. Par tm point donné A. pris en dehors d'un cercle donné O, 
mener une tangente à ce eereie {ftg. 31) . 

Soit M le point de contact d'une tangente AM menée au cercle 
donné parle point A. Tout revient à trouver le point M. Or, la 
■ tangente étant perpendiculaire au rayon OM, l'augle AMO est 
droit, et le point M est sur la circonférence décrite sur OA comme 
diamètre ; comme il doit être aussi sur la circonférence donnée, il 
est l'un des points d'intersection de ces deux circonférences. 

77. Construire un triangle, connaissant ^ 
un côté b, Vangïe opposé m et une hauteur h 
issue de l'un des angles à la base {fig. 32). 

Construisons tout d'abord le côté AC:=ô. 
Le sommet B doit se trouver sur l'arc de 
cercle ABC, qui forme avec AC un segment 
capable de l'angle m. D'autre part, la ligne 
AF — ft étant perpendiculaire à BC et 
l'angle AFC étant, par conséquent, droit, 
le point F doit se trouver sur une circon- 
férence décrite sur AG comme diamètre ; I 
donnée, le point F doit, en outre, se trouver sur une circonfé- 
rence décrite du point A comme centre, avec h comme rayon. 
Ayant trouvé le point F, on le joint à C et on prolonge CF jusqu'à 




Fig. -il. 



lign< 



AF étant 
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l'intersection avec la circonférence ALC en B. Pour que le pro- 
blème ait une solution, il faut h <.b. 

78. Étant donné un cercle, tracer une corde égale à la droite a et 
passant par !e point A pris à Vintérieur du cercle {fig. 33). 

D'un point M eomme centre, avec a comme rayon, menons 
un arc de cercle qui coupe la circonférence donnée en un point 
^ N. Du centre O abaissons une perpendiculaire 

sur la corde MN et avec le rayon OK décri- 
vons une nouvelle circonférence. Enfin, du 
point donné A, menons deux tangenles, AB 
et AD, au cercle intérieur. Les lignes BC et 
ED seront les deux cordes cherchées. En 
effet, les cordes BC et ED sont à la même 
distance du centre que la corde MN ; elles lui sont donc égales j 
mais MN = a, donc BC = ED = a. La droite a doit être pluB 
petite que le diamètre du cercle donné ; lorsqu'elle lui est égale, 
il n'y a qu'une solution, et le cercle intérieur se transforme en un 
point. La résolution reste la même si A est en dehors du cercle. 

79, Trouver sur la circonférence d'un cercle donné un point 
d'où un autre cercle donné Oj soit vu sous un angle donné m {fi-g. 34). 





Construisons le lieu des points d'où le cercle 0, soit vu sous 
l'angle m. Pour cela, il suffit de tracer un rayon quelconque 0,M, 
mener une tangente MN et construire l'angle MO,N égal à 90° — ■ 

-=' Le point d'intersection N, de la tangente MN et du côté 0,N, 
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se trouvera sur une circonférence, la ligne 0|N étant constante. 
Traçons la circonférence de rayon 0,N ; les poinls d'intersection 
A et B de cette circonférence avec la circonférence donnée 
satisfont tous les deux à la condition du problome. 

Le problème ne comporte de solution que lorsque la circonfé- 
rence de rayon 0^N rencontre la circonférence 0. 

80. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce point à 
deux cercles donnés et 0| soient 
respectivement égales à a et à Uf 
i/Sg. 33). 

Prenons sur la circonférence O 
un point quelconque K, menons une 
tangente KL = a, et du point 0, 
comme centre, décrivons une cir- 
conférence LS. De même, en prenant sur la circonférence 0, un 
point quelconque P, menons une tangente PR = a et du point 0, 
comme centre, décrivons une circonférence RM. Les points d'in- 
tersection X et Y sont les poinls cherchés. 

Les rayons LO et RO, peuvent être exprimés ainsi : 




Fig. 3o. 



LO = \/ffl2 H- f 



0,R - \/«? + . 



oà )■ et /■, sont les rayons des circonférences doni 
problème comporte deux solutions lorsque 



^a'+r^-+\'^ 



f>00| et \/«^+^— Vaï-hrî <00^; 




e lorsque \/ffl^ + *"' + V«TT~^ — 00)t et n'a pas de 
solution lorsque l'une de ces conditions n'est 

■'"yf ' ■^ P^^ remplie. 

81. Trouver sur une droite donnée AB un 
point M tel que les droites qui le joignent à deux 
sommets D ei E d'un triangle donné DEF for- 
ment avec le côté DE un triangle DEM donl 
l'aire soit deux fois plus petite que celle du 



triangle donné [fig. 36). 
Supposons le problème résolu et soit MDE = 



EDF. Menons MK 



yGoosle 
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parallèle à DE; cette ligne est le lieu des sommets des triangles 
équivalenls ayant pour base DE. L'aire du triangle EMD est donc 
égale à l'aire du triangle EKD. Pour que DEK soit égal à la 

moitié de DEF, il faut que DK =z | DF. 

11 en résulte que, pour trouver le point M, il faut partager DF 
en deux parties égales et par le milieu K mener une parallèle 
à DE. Le point d'intersection M de cette parallèle avec AB sera 
le point cherché. 

Le problème comporte deux solutions. 

8&. Étant données deux portions de droite MN et PQ en gran- 
deur et position dans un plan, trouver sur une troisième droite 
donnée AB un point X tel que les triangles XMN et PXQ soient 
équivalenls {fig. 37). 




Les triangles XMN 
MN X ZX =^ PQ X XY, d'où 



XPQ étant équivalenls, nous avons 



83. Construire un quadrilatère, connaissant deux côtés consé- 
cutifs, , f angle commis entre ces côtés, la diagonale isme de cet 
angle et îangle formé par les diagonales (fig. 38). 
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Soit ABCD le quadrilatèro cherche; soient BAD =«, AOD^p, 
AC = i, AB = c, AD = d. On voit que le triangle ABD peut être 
facilement construit {I, i9). Ponr trouver 
le point C, qui est le quatrième sommet 
du quadrilatère cherché, il suffit de trou- 
ver le point ; après cela, il ne restera 
qu'à mener la droite AO, la prolonger 
et prendre sur le prolongement une ligne 
AC =^ b- Mais AOD est égal à un angle 
donné p. Décrivons un arc de cercle qui 
forme avec la droite AD un segment capable de l'angle f, (II, 73) ; 
le point d'intersection de cet arc avec la droite BD sera le point 
cherché. 

84. Mensr une tangente commune à deux cercles donnés et 0, 




Fig. 38. 



^ A 




i le prohlème résolu. Soit AB la tangente commune 
aux deux cercles et 0, et telle que les deux cercles soient 
d'un même côté par rapport à cette droite. Menons les rayons 
OA et 0,B qui passent par les 
points de contact; ils sont tous 
deux perpendiculaires à la tan- 
gente commune AB et sont dirigés 
s le même sens ; menons encore 
la droite 0,C parallèle à AB. La fi- 
gure ABOjC est un rectangle; les 
Fig. 39. côtés opposés CA et 0,B sont égaux, 

et ]a longueur OC est égale à la 
différence des rayons des deux cercles. Si du point O comme 
centre, avec un rayon égal à la différence des deux rayons, on 
décrit une circonférence, cette circonférence est tangente à 0, C au 
point C, puisque OC est perpendiculaire à O^C. 

Pour la construction, on procède de la manière suivante : du 
point comme centre, avec un rayon égal à la différence des 
deux rayons, on décrit une circonférence ; sur 00, comme dia- 
mètre, on décrit une autre circonférence qui coupe la première au 
point G qui forme, avec les points et 0,, l'angle droit OCO, ; on 
mène le rayon OCA du cercle et, par le point A, on mène une 
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droite AB parallèle à la droite CO,. Cette droite est la langeiiLe 

commune aux deux cercles. 

Le problème comporte deux solutions : la deuxième tangente 
commune est parallèle à 0,D. Ces deux tangentes portent le nom 
de tangentes communes extérieures. 

Les deux cercles, au lieu d'être situés comme ci-dessus, peuvent 
se trouver de part et d'autre de la tangente commune. Dans ce cas, 
au lieu de tracer une circonférence auxiliaire ayant pour rayon la 
différence des rayons des deux circonférences données, on tracera 
une circonférence dont le rayon sera égal à la somme de ces 
rayons. La suite de la construction est facile à faire. Les deux tan- 
gentes construites ainsi s'appellent tangentes communes inté- 
rieures. 

85. Trouver le lieu des points dont la lii/férenee des distances 
aux côtés d'un angle donné ABC mullipUées, la distance à BC par 
m, celle à BA par n, soii égale à une longueur donnée a. 

j^ Admettons que nous 

ayons trouvé trois points 
M, N, P {/ïg. 40) qui ré- 
pondent à la condition 
posée, de sorte que 

MM,Xm— MMaX« = «, 
KN, Xm — XNaX« = «, 
PP,Xm— PFaXw = a. 

Appelons a; la variable 
MM[ et y la variable 
MMg. La condition du pro- 
blème peut être exprimée 
; ic, tel que 
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par l'équation « 



-ny = o, d'oi 



i ^ — , d'où nous con- 



Maisjna;, — ng=^o, owma;, =ng, 

cluons (1. g. IV) que les points M, N, P se trouvent sur une droite 

passant par le point D et dont la distance à la ligne BC est égale 
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Pour la construction du lieu géométrique en question, menons 
par le point J une perpendiculaire à la droite BC ; prenons sur 

cette perpendiculaire JL ^^ —• et par le point L menons une droite 

DE parallèle à BC. Dans l'angle ADE clierolions OM, lieu des 
points dont les distances à DE et à DÂ soient dans le rapport de n 
a. m. Ce lieu est le lien chercliê. 

En effet, prenons un point quelconque N situé sur la droite DM 
et menons les perpendiculaires NNj etNSiS'j. Nous avons, d'après 

la construction, j^^j- — ~^ d'oùNSx m= NN.j X «et, onsubsti- 
luantNN,— -àNS.nousobtenons ; NN2X«=(NN,— -]xm= 
NN, xm — a, d'où NN, x m — NN^ x n = a. h& point N 
ayant été pris arbitrairement, ce qui est vrai pour ce point est 
vrai pour tous les points de la droite DM. 
Le problème a toujours une solution. 

86. Inscrire dans un cercle donné un triangle, dont deux anc/lex 
soient égaux à a et à §, et dont un côté passe pai- un point 
donné M {/Ig. 41]. 

Soit ABC le triangle cher- 
ché. L'angle inscrit C étant 
connu, l'arc AB et, par consé- 
quent, la corde AB le sont 
également (II, 78). Le pro- 
blème comporte deux solu- 
tions, attendu que du point W 
on peut mener deux tangentes i-'f. n, 

à la circonférence de rayon 

OR. La solution n'existe pas lorsque M est à l'intéi'ieur du petit 
cercle O. 

87. Partager un triangle donné ABC en trois parties équiva- 
lentes comprises entre les côtés du triangle et deux droites passant 
par lespoints D et E donnés sur le côté AC du triangle {/îg. 42). 

Supposons le problème résolu. Soient DH et EK telles que 
ABHD = DKE = EKIIC. Soit AF = ^ ÂC, d'où ABIID = ABF 
mais ces deux figures ont une partie commune ABD ; pour 
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que DBF soil égal à DBH, il faul et i 




suffit, la base BD étant 
commune, que les som- 
mets F et H soient sur 
une droite parallèle 
à BD. Nous en con- 
cluons que, pour trou- 
ver la droite DH, il faut 
diviser AC en trois par- 
ties égales, mener par 
le pointF, qui se trouve 
au tiers de AC, une 
droite Fil parallèle à 



\ DC, d'où EKIIC ^ GIIC ; mais ces 

ECU; pour que EKH soit 
EH étant commune, que 1< 



DB et enfin joindre D à I 

Soit maintenant DG = 

deux figures ont une partie 

égal à GHE, il faut et il suffit, la h 

sommets K et G soient sur une droite parallèle k EH. Le point K 

peut donc être trouvé en menant du milieu de DC une (îroite 

parallèle à !a droite EH qui joint le point donné E au point H 

trouvé précédemment. 

■ 88. Construire un triangle équivalent à la somme de deux 

triaitgîes donnés DEF et MNP, étant donnés la base et l'angle 

opposé à cette base. 

Tout d'abord il faut réunir les deux triangles donnés en un 
seul. Dans ce but, nous transformerons le triangle MNP en 
triangle équivalent MN,P, qui ait une hauteur N|0 égale à la 
hauteur EH du triangle DEF ; ensuite nous prendrons sur le pro- 
longement de MP, une longueur P, P^ = DF et joindrons N, à Pj. 
Le triangle MNjP^ sera équivalent à la somme des deux triangles 
donnés. Il ne nous restera plus qu'à construire un triangle équiva- 
lant à MN|P|jet dont la base et l'angle au sommet soient donnés. 

89. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce point à 
trois cercles donnés soient égales entre elles [fig. 43). 

Le point cherché se trouve sur l'axe radical des cercles O^et Oj, 
ainsi que sur l'axe radical des cercles 0, ot 0^. II se trouvera 
donc à leur intersection, au point X, 
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. Pour trouver les axes en question, traçons deux circonférences 
concentriques qui coupent les trois circonféreuces données. Pro- 
longeons les trois paires de cordes de façon à former deux 
triangles EGJ et FIIK. Les droites EF et GH se rencontrent au 
point X. 




Fig. 43. 



11 s'agit maintenant de prouver que la droite KJ passe par le 
point X. En effet les triangles FXH et EXG étant semblables, 

EX EG j, , EG EJ ,, , EX EJ 

nous avons pv = pïî ' "i ^"^''^ P*''*' pÏT = jH^' FX ^ ËR' 

Nous en concluons que les triangles EXJ et FXK sont semblables 
et que, par conséquent, XK coïncide avec XJ. 
. .Le problème ne comporte pas de solution lorsque les ases radi- 
caux sont parallèles ou lorsqu'il n'y a pas d'axe radical. Cela a 
lieu : l" quand tous les trois centres sont sur une droite et les 
circonférences ne se rencontrent pas du tout, ou ont plus d'un 
point de contact ; 2° quand deux des circonférences ou toutes leô 
trois sont concentriques. 

.Quand les axes radicaux coïncident, le problème devient indé- 
terminé. Cela a lieu quand les trois circonférences se coupent en 
deux points ou sont tangentes toutes les trois en un seul point. 
Dans ce cas, tous les points de la corde ou de la tangente com- 
mune satisfont à la donnée du problème. 

90. Étant donné tm cercle et un point A, tracer une corâe de 
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lonf/ueur donnée qui soit vue du poinl A sous un angh donné t 
ifig. 44). 




Soit BC la corde oliercliée. Sur une corde DE égale à BC 
construisons un segment DGE capable de l'angle 9 ([I, 73), 
Du point comme centre avec 00, comme rayon, décrivons 
une circonférence, et du point A comme cenlre avec le rayon DO,, 
décrivons une autre circonférence qui rencontrera la circonfé- 
rence du rayon 00, aux points X, et Xj. Enfin, de X, comme 
centre, avec 0,D comme rayons, décrivons une nouvelle circon- 
férence qui coupera ta circonférence donnée aux points B cl G. 
l.a droite BC est la corde demandée. 

Nous pourrions procéder également ainsi : traçons la corde DE 
égale à BC, et une circonférence DFE dont le segment DFE soit 
capable de l'angle a. Traçons une circonférence du point 
comme centre, avec OA comme rayon. Prenons du point d'inter- 
section F une ouverture de compas égale à FE et transportons 
cette mesure en AB. Du poinl B, avec une ouverture de compas 
égale à DE, nous trouvons le point C. La corde BC sera la corde 
cherchée. — Le problème comporte deux solutions. La condition 
de la possibilité est : 00, -\- DO, Ju AO ou 00, — DO, < AO. 
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90 J/.s. Étant données deux droites parallèles, en tracer une 
troisième de telle façon qu'un triangle donné ABC puisse avoir 
ses trois sommets sur les trois parallèles. 

91. Étant données deux parallèles, en tracer deux nouvelles 
telles qu'un quadrilatère donné ABCD puisse avoir ses quatre 
sommetssur ces quatre parallèles. 

92. Construire im quadrilatère inscriptible, connaissant trois de 
ses côtés et le rayon du cercle circonscrit. 

93. Construire un triangle, connaissant «, 6, A. 

94. Construire im parallélogramme, connaissant un coté, un 
angle et une diagonale. 

95. Étant données deux circonférences concentriques, en tracer 
deux autres de telle façon qu'un quadrilatère donné s'appuie sur 
toutes les quatre. 

96. Construire un triangle, connaissant la base et les distances 
du centre du cercle inscrit aux extrémités de cette base. 

97. Construireun quadrilatèreeirconscriptible,connaîssantAB, 
BC, et les distances des sommets A et B au centre du cercle inscrit. 

98. Construire un losange, connaissant une hauteur et une 
diagonale. 

Construireun quadrilatère ABCD, connaissant : 

99. A, AB, BC, CD, AD. 

100. AB, BC, CD, AD, AC. 

101. AB, BC, CD, AC et BD. 

102. Étant donnés deux circonférences concentriques et un 
point, tracer par ce point une circonférence tangente aux circon- 
férences données. 

103. Tracer, avec un rayon donné R, une circonférence passant 
par deux points donnés A et B. 

104. Tracer, avec un rayon donné R,une circonférence passant 
par un point donné M et tangente à une circonférence donnée 0. 

105. Tracer, avec un rayon donné R, une circonférence tan- 
gente à une circonférence donnée 0, de telle manière que le 
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conlrc du la circonférence cherchée se trouve suu nue autre cir- 
conférence donnée C on sur une droite donnée MN. 

106. Tracer, avec un rayon donné R, un cercle tangent à deux 
cercles donnés O et 0,. 

107. Tracer, avec un rayon donné R, une circonférence tangente 
à une circonférence donnée en un point donné. 

108. Étant donnés deux cercles concentriques et un troisième 
cercle, tracer un cercle tangent aux trois cercles donnés. 

109. Trouver sur une droite donnée un point équidistant de 
deux points donnés. 

110. Construire un losange, de façon que deux sommets oppo- 
sés soient en deux points donnés et qu'un troisième sommet soit 
situé sur une circonférence donnée. 

111. Tracer par un point donné A une circonférence de rayon 
donné telle qu'une tangente menée à cette circonférence d'un autre 
point donné R soit de longueur donnée (II, 93; 1. g. I). 

113. Tracer par un point donné une circonférence de rayon 
déterminé telle qu'elle soit vue d'un autre point donné sous un 
angle donné {I, 24; 1. g. I). 

113. Tracer une circonférence tangente à deux droites paral- 
lèles et à une troisième qui les coupe. 

114. Construire un triangle, connaissant A., 6 et hi,. 

115. Construire un triangle, connaissant a, b et A^. 

116. Construire un triangle, connaissant c, h/, et m^ (I, 48). 

117. Soient MN et PQ deux parallèles et un point donnés. 
Du point comme centre décrire un cercle qui coupe MN en X 
et X,, PQ en Y et Y^ tels que XY soit de longueur donnée. 

118. Construire un parallélogramme, connaissant deux côtés 
consécutifs et une hauteur. 

119. Etant donnés deux cercles concentriques et une droite, 
tracer un cercle qui leur soit tangent. 

130. Construire un triangle, connaissant A, b\ et A^.. 

131 . Construire un triangle, connaissant A, a et h/,. 

133. Trouver un point qui soit à la distance a d'une droite 
donnée MN et à la distance b d'un point donné A. 

123, Trouver un point qui soit à égale distance de deux points 
donnés A et B et à la distance a d'une droite donnée MN. 
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134. Trouver sur une droite AB un point équidistant de deux 
droites non parallèles MN et PQ. 

135, Trouver un point qui soit à une distance donnée d'une 
droite donnée AB et à égale distance de deux droites non paral- 
lèles MN et PQ. 

Construire un triangle, connaissant : 

126. b, ma eLw^(I, 17 et 6i). 

127. a, G et ht. 

128. a,R et h. 

129. A, r, b. 

130. 6, h,„ m,,. 

131. m„, A„, R. 

132. A, m„, hb. 
183. A, A*, R. 

1S4. 6, Au, »î«(I,48). 

135. 6, Aa, hi. 

Construire un trapèze ABCD(BC parallèle à AD), connaissant : 

136. AB, CD, AD et la hauteur BE. 

137. AB, CD, AC et la hauteur BE. 

138. AD, BC, AC et kliautcnr BR. 

139. AD, AC, BD et la hauteur BE. 

140. AD, AC, AB et la hauteur BE. 

141. AB, AD, D et la hauteur BR. 
143. AB, BAC, CAD et la hauteur BE, 

143. AB, AD, BD, CD. 

144. AB, AD, A et CD. 

Construire un parallélogramme ABCD, connaissant : 

145: Une hauteur et deux diagonales. 

146. Une hauteur, un angle et une diagonale. 

147. Deux hauteurs et un angle. 

148. Deux hauteurs et un côté. 

149. Deux hauteurs et une diagonale. 

150. Deux hauteurs et l'angle CAD. 

151. Deux hauteurs et un angle. 
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152. Un côté et le rayon du cercle inscrit. 

153. Un angle et le rayon du cercle inscrit. 

154. Décrire, avec un rayon donné R, une circonférence qui 
soit tangente à une droite donnée AB et dont le centre soit à la 
distance a d'un point donné M, 

155. Décrire une circonférence qui passe par deux points 
donnés A et B et qui forme avec la corde AB un segment capable 
d'un angle deux fois plus grand qu'un autre segment formé dans 
le même cercle par une autre corde donnée a. 

156. Trouver, sur une circonférence donnée, un point dont les 
distances aux côtés d'un angle soient dans un rapport donné. 

157. Placer dans un angle donné ABC une droite DE de lon- 
gueur et do direction déterminées. 

158. Inscrire dans un angle donné un cercle de rayon déter- 
miné. 

159. Construire un triangle, connaissant A, 6a, i"- 

160. Trouver sur une droite donnée le centre d'une circonfé- 
rence interceptant sur les côtés d'un angle donné deux portions 
de droite égales, 

161. Construire un trapèze ABCD, connaissant l'angle ABD 
et le rayon du cercle inscrit. 

162. Tracer une circonférence tangente au côté BC d'un triangle 
ABC en un point donné M et ayant son centre sur le côté AB. 

163. D'un point donné comme centre, décrire une circonfé- 
rence qui coupe les côtés d'un angle donné en deux points qui se 
trouvent sur une droite parallèle à une droite donnée (1. g. IV). 

164. Tracer un cercle tangent à trois droites données [A cas). 

165. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant A, AC 

et -rrrrj étant donné que B ^ D = 90". 

166. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant AB, AD, A 
et le rayon du cercle inscrit. 

167. Mener dans un angle donné ABC une sécante parallèle à 
une droite donnée MN et partagée par une aiiire droite don 
née PQ dans un rapport donné. 

168. Mener par un point donné une droite concourante avec 
deux droites données qu'on ne peut pas prolonger. 
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169. Trouver la bissectrice d'un angle formé par deux droites 
MN et PQ qui ne se rencontrent pas dans les limites du dessin. 

170. Trouver, dans l'intérieur d'un triangle ABC, un point D 
tel que les triangles ADB, CDB et ADC soient équivalents 
(II, 82). 

171. Trouver le lieu des points dont la différence des distances 
aux côtés d'un angle donné soit égale à a (II, 83). 

173. Trouver le lieu des points dont la somme des distances 
aux côtés d'un angle donné ABC, multipliées respectivement par 
les nombres m et n, soit égale à a. 

173. Trouver un point dont la somme des distances aux côtés 
d'un angle donné ABD soit égale à une longueur donnée a, et la 
différence des distances aux côtés d'un autre angle donné MNP 
égale à une autre longueur donnée 6 (11,83 et 172). 

174. Trouver sur une droite ou sur une circonférence un point 
tel qu'une droite donnée en soitvue sous un angle donné. 

175. Trouver un point d'oii deux longueurs donnée ssoient vues 
sous deux angles déterminés. 

176. Trouver dans un triangle ABC deux points X et Y tels 
que les angles XAB, XBCetXCA, ainsi que les angles YAC, YCB 
elYBA soient égaux entre eux (Points dits de Brocard). 

177. Construire un triangle dont un côté et l'angle opposé à ce 
côté soient donnés et dont la surface soit maximum. 

178. Construire un triangle, connaissant un de ses côtés et les 
rayons des cercles circonscrits aux deux triangles déterminés dans 
le triangle cherché par la hauteur issue du sommet opposé au côté 
donné. 

179. Construire un triangle, connaissant un côlé, langle 
opposé à ce côté, et étant donné que la hauteur issue du sommet 
de cet angle coupe le côté donné en deux segments dont le rap- 
port est de 2 à 3. , 

180. Construire un triangle, connaissant «, A, m^. 

181. Construire un ti'iangle, connaissant un côté, l'angle 
■ opposé à ce côté et le point d'intersection du côté donné avec la 

bisseolrice.de l'angle donné. 

182. Inscrire dans un cercle donné un triangle rectangle dont 
.les côtés passent par deux points donnés 
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183. Construire un triangle rectangle, connaissant l'iiypoté- 
nuse a et le rapport -5 (II, 179). 

184. Étant donnés deux points A et B et deux droites parallèles 
MN et PQ, mener par A une droite telle que la perpendiculaire 
menée du point B coupe le segment de cette droite compris entre 
les parallèles dans un rapport donné (I, 48). 

185. Mener par un point donné A une droite dont la distance à 
un autre point donné B soit égale à a. 

186. Mener par deux points donnés A et B deux droites paral- 
lèles qui soient à la distance a l'une de l'autre. 

187. Par on point donné P situé à l'intérieur d'un cercle donné 0, 
mener une corde qui soit coupée en deux parties égales par une 
corde donnée AB. 

188. Etant donné un point B situé à l'intérieur d'un cercle 0, 
mener par ce point une corde deux fois plus grande que la distance 
de celle-ci au centre du cercle (I, 51). 

189. Construire un triangle ou un parallélogramme, connais- 
sant un côté et deux hauteurs. 

189 his. Par un point donné dans un cercle, mener une corde 
(pii soit partagée par ce point en deux Segments dont la différence 
soit donnée. 

190. Construire un triangle rectangle, connaissant l'hypoté- 
nuse et la distance du milieu de l'hypoténuse à l'un des côtés, 

191. D'un point donné comme centre, décrire une circonférence 
telle que la tangente menée d'un autre pointdonné soit de longueur 
donnée. 

193. Étant donnés trois points A, B et C, construire un 
triangle rectangle de façon que l'hypoténuse passe par A, 
les côtés passent par B et C et que le segment BA soit vu du 
sommet de l'angle droit sous un angle donné. 

198. Étant donnés deux cercles qui se coupent, mener, par l'un 
des points d'intersection, une droite telle que la somme des deux 
cordes formées dans l'un et l'autre cercles soit égale à une lon- 
gueur donnée a. — Trouver la valeur maximum de a. 

194. Inscrire dans un cercle donné un triangle rectangle, con- 
naissant un angle aigu et un point par lequel passe un des côtés. 
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195. Monor une droite dont les distances aux points donnés A 
et B soient respectivement égales aux longueurs a et h. 

Construire un quadrilatère ÂBCD, connaissant : 

19G. AC, ABC, ADC, BACetDAC. 

197. AB, AD. AC, BAD,BCD. 

198. AB, BC, CD, AC et ADC. 

199. AB, BC, AC, ADB et BDC. 

200. AB.BD, ^ (AC.BD), AD et BC. 

201. Construire un triangle, connaissant B, ha et »ï„. 

303. Construire un parallélogramme, connaissant une base, la 
liauleur relative à cette base et l'angle formé par les diagonales. 

203. Construire un triangle, connaissant l'angle au sommet et 
les segments de la base déterminés par la bissectrice de cet angle. 

304. Construire un triangle, connaissant un côté et les angles 
formés par la médiane de ce côté avec les deux autres côtés. 

305. Démontrer que les centres des cercles de rayon donné qui 
interceplent sur une droite des cordes égales se trouvent sur une 
droite. 

306. Démontrer que les centres des cercles de rayon donné, qui, 
par leur intersection avec deux parallèles données, forment des 
cordes égales, sont situés sur une droite, 

207. Étant donnés un point A et une droite MN, mener par A 
une circonférence de rayon déterminé qui intercepte sur MN une 
corde de longueur donnée (11, 205). 

308. Par un point donné A, mener deux droites formant un 
angle donné et déterminant sur une droite donnée un segment de 
longueur donnée. 

209. Mener une sécante à deux droites parallèles données de 
telle manière que le segment compris entre les parallèles soit de 
longueur déterminée et qu'il soit vu d'un point donné sous un 
angio donné. 

210. Ktant donnés trois points A, B et C situés sur une circon- 
férence 0, trouver un point P tel que AP, BP et CP en coupant la 
circonférence aux points D, E et F, déterminent des arcs DE et 
EF égaux à deux arcs a et i de la même circonférence. 
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211. Étant (ioiiiiés deux points A et B et une circonférence, 
mener par A et B deux sécantes qui déterminent deux cordes 
égales et faisant un angle déterminé. 

312. Décrire un cercle de rayon donné, de telle manière qu'il 
soit tangent à une droite donnée et que les tangentes menées à ce 
cercle de deux points donnés A et B soient parallèles. 

213. Etant donnés un cercle et deux cordes AB et CD, trouver 
sur CD un point E tel que les prolongements des droites AE et 
BE déterminent sur la circonférence deux points F et G dont la 
distance soit donnée. 

214. Construire un losange dont deux côtés coïncident avec 
deux droites parallèles AB et CD, et deux autres côtés passent 
par deux points donnés E et F. 

Décrivons sur EF comme diamètre une de mi- circonférence, et du 
point F comme centre avec un rayon égal à la distance entre les 
droites AB et CD, décrivons une deuxième circonférence. Joignons le 
point d'intersection G des deux circonférences au point E et prolon- 
geons EG de façon qu'elle coupe les droites AB et CD. Le segment 
compris entre les parallèles est le troisième côté du losange. Il ne reste 
plus qu'à mener par F une droite parallèle à EG. 

215. Construire un parallélogramme de telle manière que 
deux de ses côtés coïncident avec deux droites parallèles AB et 
CD, que deux autres côtés passent par deux points donnés E et F et 
que deux côtés consécutifs soient dans un rapport donné (II, 214}, 

216. Construire un carré dont les quatre côtés passent par 
quatre points donnés A, B, C et D. 

Sur AB et CD comme diamètres, décrivons deux demi-circonférences. 
l-.a ligne qui joint leurs milieux est la diagonale du carré cherché. 

217. Etant donnés deux cercles et une tangente commune 
extérieure, trouver sur cette dernière un point tel que la somme 
des angles sous lesquels on en voit les deux cercles donnés soit 
égale à un angle donné. 

318. Construire un parallélogramme, connaissant les côtés et 
les angles formés par les diagonales (H, 180). 
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319. Dans un cercle donné, mener une corde de longueur et 
de direction déterminées. 

230. Étant donné un cercle, mener une corde de longueur 
déterminée, de telle manière que les distances de deus points 
donnés à cette corde soient dans un rapport donné. 

321. Mener une droite sur laquelle deus cei'cles donnés etO, 
interceptent deux cordes de longueurs données. 

333. Étant donnés deux cercles concentriques et un troisième 
cercle, mener une droite tangente à ce dernier et sécante aux deux 
premiers, de façon que le segment compris entre les cercles con- 
centriques soit égal à une longueur donnée. 

223. Par un point donné A mener une sécante qui partage une 
circonférence donnée O dans un rapport donné. 

334. Inscrire dans un cercle donné un triangle qui soit sem- 
blable à un triangle donné et dont un des côtés passe par un point 
donné. 

225. Étant données une circonférence et une droite, tracer une 
droite qui rencontre la circonférence en deux points A et B et la 
droite au point C, de façon que les segments AB et CB soient 
égaux à des longueurs données. 

336. Par le point de contact A de deux circonférences, tracer 
une sécante BAC telle que BC X AC =A^ (1. g. YIII). 

237. Par deux points A et B situés sur une circonférence 
donnée 0, mener deux cordes parallèles telles que leur somme 
soit égale à une longueur donnée (avoir en vue les propriétés des 
côtés d'un trapèze), 

228. Trouver un point d'où deux cercles donnés soient vus 
sous des angles donnés, 

339. Étant donné un cercle, circonscrire un triangle semblable 
à un triangle donné, de telle manière quel'un des côtés passe par 
un point donné. 

330. Étant donné un cercle, circonscrire un triangle dont un 
des sommets soit situé sur une droite donnée et dont l'angle à ce 
sommet et l'un des côtés de cet angle soient donnés. 

331. Élant donné un cercle, circonscrire un quadrilatère dont 
on connaît les quatre angles, 

333. Étant donné un cercle, circonscrire un quadrilatère dont 
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on connaît deux côtés conséciitifs « el, 5 el l'angle m adjacunt an 
côté a (deux cas). 

233. Trouver sur une circonférence donnée un point tel qu'une 
tangente menée de ce point à une autre circonférence donnée soit 
égale à une longueur déterminée, 

234. Trouver un point tel qu'un cercle donné en soit vu sous 
un angle donné et qu'une tangente menée de ce point à un autre 
cercle donné soit de longueur donnée. 

335. Placer deux cercles donnés à telle dislance l'un de i'au(re 
que les tangentes communes intérieures se coupent sous un angle 
donné. 

236. Placer deux cercles donnés à telle distance l'un de l'autre 
que la tangente commune intérieure soit coupée par la ligne des 
centres en deux parties respectivement égales aux longueurs a 
et h. 

237. Trouver un point tel que les sécantes menées de ce point 
à deux cercles donnés et 0, soient respectivement égales à 
deux longueurs données « et S et que les segments de cercle 
déterminés ainsi soient capables des angles a et p. 

238. Étant donné un cercle, y inscrire un pentagone dont 
quatre côtés soient parallèles à quatre droites et le cinquième 
passe par un point donné, 

239. Par un point donné A mener une droite telle que le seg- 
ment de cette droite compris entre deux cercles concentriques 
donnés soit vu de leur centre sous un angle donné. 

240. Dans un cercle donné, menerune corde de longueur donnée, 
de telle manière qu'elle soit divisée par une sécante déterminée en 
deux parties égales ou dans un rapport donné (1. g. VI). 

241. Construire un parallélogramme dont deux sommets con- 
sécutifs soient en deux points donnés et deux autres sommets sur 
une circonférence donnée. 

242. Étant donnés deux points A et B et une circonférence, 
mener des sécantes AXZ et BYZ telles que AX = XZ et BY = YZ. 
(Les points X et Y sont situés sur la circonférence ; le point Z 
peut occuper deux positions}. 

243. Etant donnés deux points A et B situés sur- une circon- 
férence donnée, mener par un troisième point C une sécante qui 
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rencontre la circonférence aux points E et D tels que AE et DE 
par leur intersection forment un angle donné m (lieux géomé- 
triques V et VI). 

844. Mener dans un cercle donné une corde de longueur déter- 
minée, de telle façon que la somme des distances de cette corde à 
deux points donnés soit égale à une longueur donnée (II, 84). 

845. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont on connaît 
un côté, la médiane d'un deuxième côte et la direction dn troi- 
sième. 

246. liltant donnés deux cercles qui se coupent, deux lon- 
gueurs et deux rapports, mener une corde dans chacun des deux 
cercles de telle façon qu'elles soient égales aux longueurs données 
et qu'elles se coupent suivant les rapports donnés (II, 240). 

347. Construire le lieu des sommets des triangles équivalents 
à un rectangle donné et ayant avec lui une base commune. 

848. Transformer un parallélogramme donné en un triang!e 
équivalent ayant même hase et une médiane de longueur 
donnée. 

849. Transformer un triangle ou un reclangle donnés en un 
triangle isocèle équivalent ayant même base. 

250. Transformer un triangle donné en un triangle équivalent 
ayant même base et l'angle au sommet donné. 

251. Indiquer la métliode générale pour former un triangle 
équivalent à un polygone donné. 

252. Sur un des côtés d'un pentagone donné, construire un 
triangle équivalent, l'angle au sommet étant donné. 

253. Transformer un qnadrilatère donné en ini parallélo- 
gramme équivalent ayant un coté commun et un angle donné. 

254. Transformer un quadrilatère donné en un parallélo- 
gramme équivalent dont une diagonale soit de longueur donnée. 

855. Transformer un trapèze donné en un autre trapèze équi- 
valent ayant même hauteur, les côtés non parallèles égaux et 
la diagonale de longueur donnée. 

256. Réunir deux triangles donnés ayant même hauteur en un 
seul tel que la hauteur soit la môme et la médiane de la base ait 
une longueur donnée. 

257. Transformer nn quadrilatère ABCD en un trapèze équi- 
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valent dont une base coïncide avec le côté AD du quadrilatère et 
dont Taiitre base passe par le sommet C, 

358. Transformer un triangle donné ea un triangle équivalent 
ayant une base donnée et un des angles adjacents à cette base 
égal à l'angle correspondant du triangle donné. 

359. Trouver le lieu des sommets des triangles équivalents à 
un triangle donné et ayant une base donnée. 

360. Construire nntriangleéquivalentà un triangle donné ABC, 
connaissant un côté et l'angle opposé à ce côté. 

361. ConstruLreuntriangle équivalent àun triangle donné ABC, 
connaissant deux côtés. 

263. Transformer un quadrilatère ABCD en un parallélo- 
gramme équivalent ayant AD pour base. 

363. Construire un triangle équivalent au triangle ABC, de 
façon que l'un des angles adjacents à sa base reste le même et 
que sa hauteur soit égale à une longueur donnée h. 

864. Transformer un triangle donné en un rectangle équiva- 
lent ayant une diagonale de longueur déterminée. 

365. Trouver, à l'intérieur d'un triangle donné, un point tel 
que les droites qui le joignent aux sommets du triangle partagent 
ce dernier en trois- triangles équivalents. 

266. Trouver, à l'intérieur d'un triangle donné, un point tel que 
les droites qui le joignent aux sommets du triangle partagent ce 
dernier en trois triangles dont les aires soient dans les rapports 
de 1 : 2 : 3. 

367. Construire un triangle ABC dont la surface soit la diffé- 
rence des surfaces de deux triangles donnés et de façon à ce que /i^ 
et nia soient de longueurs données. 

268. Trouver sur une droite donnée un point tel qu'en le joi- 
gnant aux sommets d'un triangle donné on forme un quadrila- 
tère trois fois, ou, en général, m fois plus grand que le triangle 
donné. 

269. Mener par un point donné une droite qui partage un 
parallélogramme ou un trapèze donnés en deux parties équiva- 
lentes. 

370. Mener par un point situé sur un côté d'uu triangle une 
droite qui partage ce triangle en deux parties équivalentes. 
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371. Par un point situé sur l'un des côtés d'un triangle, mener 
des droites qui le parlaient en 3 ou en m parties équivalentes. 

872. Transformer un quadrilatère donné en un triangle équi- 
valent qui aurait un angle adjacent à la base comjiiun et une 
hauteur donnée (II, 263). 

373. Transformer un parallélogramme donné en un parallélo- 
gramme équivalent ayant une base et une diagonale données. 

274. Transformer un parallélogramme donné en un paralléld- 
gramme équivalent ayant luie base et l'angle compris entre les 
diagonales donnés. 

375. Transformer un parallélogramme donné en un losange 
équivalent ayant la hauteur donnée. 

876. Transformer un parallélogramme donné en un losange 
équivalent ayant une diagonale donnée. 

876 bi.t. Transformer nn rectangle donné en un parallélo- 
gramme équivalent ayant une base et une diagonale données. 

277. Transformer un pentagone donné en un losange équiva- 
lent ayant une diagonale donnée. 

878. Transformer un quadrilatère donné en un autre quadri- 
latère équivalent ayant deux côlés communs et l'un de ses autres 
cotés parallèle à une droite donnée. 

879. Diviser un polygone donné en n parties équivalentes par 
des droites menées d'un de ses sommets (II, 251 et 258). 

380. Partager un polygone donné dans un rapport donné par 
une droite partant d'un de ses sommets (II, 251). 

881* Diviser unpenlagone donné en trois parties équivalentes 
par deux droites menées d'un point situé sur Tim de ses 
côtés (II, 251 et 271). 

388. Diviser un triangle donné en trois parties équivalentes par 
des droites menées d'un point pris à l'intérieur du triangle 
(II, â63). 

383. Diviser nn quadrilatère donné en trois parties équivalentes 
par des droites menées par un point pris à l'intérieur du quadri- 
latère (II, 231 et 263). 

884. Par quatre droites parallèles entre elles et inclinées sur 
les bases d'un trapè/e donné, diviser ce dernier en cinq parties 
équivalentes. 
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285. Traiisformei" un pentagone donné ABCDE en un triangle 
équivalent dont un sommet soit situé en un point donné M sur le 
côté CD et dont le côté opposé h ce sommet soit parallèle à CD 
et passe par le point A. 

286. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, une 
diagonale, les angles opposés à cette diagonale, et le rapport des 
distances de la diagonale aux sommets de ces angles (ll,2o9et88). 

287. Construire un parallélogramme, connaissant sa surface, 
une diagonale et l'angle opposé à cette diagonale. 

288. Étant donné le produit k^ de deux côtés d'un triangle et 
l'angle compris entre ces côtés, construire un triangle isocèle 
équivalent dont un côté {ou un angle} soit donné. 

289. Construire un triangle connaissant a, h^ et 5* -|- c^. 

290. Étant donnés deux points A et B situés sur une circonfé- 
rence, trouver sur cette dernière un troisième point dont la 
somme ou la diOtérence des carrés des distances aux points A et B 
soit égale à h^. 

291. Construire un triangle, connaissant a, A et 6^ — c^, 

292. Construire un triangle, connaissant R, A et 5^ 4" '^^■ 

293. Inscrire dans nn cercle donné un triangle, connaissant un 
angle, la différence des carrés de deux de ses côtés et un point par 
lequel passe une des médianes. 

294. Trouver, sur la ligne des centres de deux cercles donnés, 
unpointtelquela somme (ou la différence) des carrés des tangentes 
menées de ce point aux cercles soit égale à k'. 

295. Étant donnés trois points A, B et C situés sur une droite, 
trouver sur une circonférence donnée un point X tel que l'angle 
AXC soit égal à deux fois l'angle AXB, 

296. Tracer un cercle de façon à ce que les (angenles menées de 
trois points donnés A, B et C soient respectivement égales à trois 
longueurs données a, ô et c (1. g. XI). 

297. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce point 
à deux cercles donnés et O, soient égales entre elles et que lo 
cercle en soit vu sous un angle donné (lieux géométriques XI 
et VIII). 

298. Trouver sur une droite donnée un point tel que ses 
distances à deux points donnés soient dans un rapport donné. 
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899. Construire im triangle, connaissante, A„ et-- 

300. Construire un triangle, connaissant a, mî„, et — 

301. Construire un triangle, connaissant la bissectrice d'un 
angle et les segments déterminés par cette bissectrice sur le côté 
opposé à l'angle. 

303. Construire un triangle, connaissant la hauteur et les seg- 
ments déterminés sur la base par la bissectrice de l'angle au 
sommet, 

303. Construire un triangle, connaissant, a, 5a et - (l. g. 

Xtl). 

304. Tracer une circonférence vue de deux points donnés sous 
deux angles donnés et ayant son centre sur une droite donnée 
(1. g. XII). 

305. Construire un triangle dont les sommets soient situés sur 
trois circonférences données et dont les côtés soient parallèles a«x 
lignes des centres de ces circonférences (1. g. XII). 

306. Mener une circonférence par deux points donnés, de telle 
manière qu'elle soit coupée en doux parties égales par une cir- 
conférence donnée (lieux géométriques X et II). 

307. Mener ime circonférence par un point donné, de façon 
qu'elle soit coupée en deux parties égales par chacune de deux 
circonférences données. 

308. Étant donnés trois points A, B et C, mener par le 
point A une circonférence vue des points B et C sous des angles 
donnés (1. g. XII). 

309. filant donnés trois points A, B et C, mener par A et B 
une circonférence vue du point C sous un angle donné (lieux géo- 
métriques XII et II). 

310. Tracer une circonférence qui soit divisée en deux parties 
égales par chacune des trois circonférences données. 

311. Mener par deux points donnés une circonférence qui 
coupe une circonférence donnée en deux parties égales 
(1. g. XI). 

313. Tracer une circonférence qui coupe une circonférence 
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donnée en deux parties égales et qui soit tangente à une droite 
donnée en un point donné (1. g. XI). 

313. Tracer une circonférence telle qu'elle coupe une circon- 
férence donnée en deux parties égales et rpie les tangentes 
menées de deux points donnés à la circonférence cherchée soient 
de longueurs déterminées (lieux géométriques XI et V). 

315. Étant donnés trois points A, B et C, mener par le 
point A une circonférence telle que les points B et C soient les 
milieux de deux cordes de longueurs données (1. g. XI). 

316. Étant donnés trois points A, B et C, mener par A 
et B une circonférence telle que le point C soit le milieu d'une 
corde de longueur donnée (lieux géométritpies Xi et II). 

817. Etant donnés quatre points A, B, C, D en ligne droite, 
trouver un point X tel que l'angle AXB soit égal à l'angle CXD. 

318. Deux billes A et B sont s'tuées sur un diamètre d'un 
billard circulaire ; comment faut-il envoyer la bille A pour 
qu'après s'être réfléchie sur le bord du billard elle touche la 
bille B? 

819. Trouver sur la circonférence d'un cercle un point tel que 
les tangentes menées de ce point à deux autres cercles donnés 
soient égales entre elles. 

380. Mener par un point donné A une circonférence qui coupe 
deux circonférences données chacune en deux parties égales 
(lieux géométriques XIII et XI). 

331. Par un point donné A, mener une circonférence qui coupe 
orlhogonalement deux circonférences données. 

823. Menerune circonférence qui coupe orthogoiialeraent trois 
circonférences données. 

333. Tracer une circonférence qui coupe trois circonférences 
données chacune en deux parties égales. 

334. Étant donnée une tangente commune à deux circon- 
férences données qui se coupent, trouver avec une règle le milieu 
de cette tangente, 

335. Tracer une droite qui coupe en deux parties égales une 
tangente commune à deux circonférences données. 

336. Tracer une circonférence, de telle manière qu'elle coupe 
orthogonale ment chacune de deux circonférences données et 
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qu'une tangente menée d'un point donné à la circonférence cher- 
chée ait une longueur donnée (lieux géométriques XIll, XI et V). 

327. Tracer une circonférence de telle façon qu'elle coupe deux 
circonférences données chacune en deux parties égales et qu'une 
tangente menéB d'un point donné à la circonférence cherchée 
soit de longueur donnée, 

338. Tracer une circonférence qui coupe une circonférence 
donnée O en deux parties égales et deux autres circonférences 
0, et O.j orthogonalement (I. g. XI). 

329. Tracer une circonféreuce qui coupe orthogonalement 
une circonférence donnée et partage en deux parties égales 
chacune des deux autres circonférences données ^lieux géo- 
métriques XIII et XI}, 

330. Décrire une circonférence qui coupe en deux parties 
égales chacune de deux circonférences données O et O , et qui soit 
divisée elle-même en deux demi-circonférences par une troisième 
circonférence donnée 0^ (lieux géométriques XIII et X). 

331. Par un point donné M et avec un rayon donné R, décrire 
une circonférence qui ait avec une circonférence donnée une 
corde commune de longueur donnée. 

332. Étant donnés une circonférence et un point M, mener 
par M une circonférence O^ qui rencontre la première en deux 
points A et B tels que les angles A.OB et AO^B soient de gran- 
deurs données. 

333. Mener par unpoinl donné une circonférence de rayon donné 
de fagon à couper orthogonalement une circonférence donnée. 

334. Tracer une circonférence de rayon donné, de telle façon 
qu'elle soit tangente à une circonférence dom^ée et qu'elle coupe 
en deux demi-circonférences une autre circonférence donnée. 

335. Tracer une circonférence de rayon donné dételle façon 
• qu'elle soit tangente à une droite donnée et qu'elle intercepte 

sur une circonférence données un arc sous-tendu par une corde de 
longueur donnée. 

336. Décrire une circonférence de rayon donné qui intercepte 
sur deux circonférences données des arcs sous-tendus par des 
cordes de longueurs données. 

337. Étant donné un cercle, mener une corde de longueur 
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donnée, de façon que le rapport des distances de ses extrémités à 
un point donné A soit donné. 

338. Tracer une circonférence de rayon donné de façon qu'elle 
rencontre une circonférence donnée sous un angle donné et 
qu'une tangente menée à la circonférence cherchée d'un point 
donné A soit de longueur donnée, 

339. Mener par un point donné A une circonférence qui 
intercepte sur deux circonférences concentriques données des arcs 
sous-tendus par des cordes de longueurs données. 

340. Mener une circonférence ijui soit tangente à une circon- 
férence donnée O et qui intercepte sur deux circonférences 
concentriques 0, des arcs de cercle sous-tendus par des cordes de 
longueurs données. 



Considérations générales 



is polygones d'un même nomhre de cotés ont les 
angles consécutifs égaux chacun à chacun, les sommets, les 
angles et les cotés qui se correspondent dans les deux polygones 
portent le nom A'hotnologues, 

Deux polygones qui ont leurs angles consécutifs égaux chacun 
à chacun, et leurs côtés homologues proportionnels, sont dits 
semblables. Lorsqu'ils sont en outre semblablement placés, Qs 
sont appelés homotkéciques. 

I, Si deux polygones de n eôiés ont n — 1 angles consécutifs 
égaux chacun à chacun etn — 2 côiés homologues consécutifs pro- 
portionnels, ces deux polygones sont semblables. 

Tout d'abord la somme des angles d'un polygone étant cons- 
tante, l'égalité de M — \ angles d'un polygone à m — 1 angles d'un 
autre polygone conduit à l'égalité de tous les angles de l'un à tous 
les anglesde l'autre. Prenons maintenant deuxquadrilatèresABCD 
et abcd [fig. 43). Soient. A, B, C respectivement égaux à a,b,c et 

T— == — T* Nous voyons d'abord que D ^ d. Transportons le qua- 
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drilatèro abcd sur le quadrilatère ABCD de telle façon que le 
sommet a coïncide avec le sommet A et que le côté ah prenne la 
direction du côté AB, Le sommet h tombera quelque part en h. 
L'angle had éia.ï\i égal à l'angle BAD, le côté ai:/ prendra la direc- 
tion du côté AD et le sommet d tombera quelque part en d. 



Joignons les pointa 6 et cf et menons les côtés bc, de ég^aux aux 
côtés respectifs du quadrilatère abcd. Les triangles bcd et BCD, 
ayant un angle égal compris entre deux côtés respectivement 
proportionnels, sont semblables, A'oiicbd = CBD et bdc =: BDC ; 
mais CBA ^: cbA et CDA ^^ cd\, et par conséquent DBA = dbA 
et BDA := bdk ; d'où il résulte que !e triangle bA.d, estsemblable 
au triangle BAD. Les quadrilatères ABCD et Abcd, po\ivant être 
décomposés chacun en deux triangles respectivement semblables, 
sont semblables, mais Abcd = abcd, donc abcd est également 
semblable à ABCD. 

En procédant de même, il est facile de démontrer le théorème 
pour les pentagones, les hexagones, etc. 

IL BeuQB polygones semblables peuvent toujours êlre placés de 
^açon à devenir Jiomothétiques {fig. iô). 

Soient ABCDE et abcde deux polygones semblables. Menons 
dans le plan du polygone ABCDE une droite a^b^ égale à ah 
et parallèle à AB. Menons ensuite &^c, égale à bc et parallèle 
à BG. Joignons deux à deux les points A et a,, B et 6, et pro- 
longeons les droites A«, et B6, jusqu'à leur intersection en O. 
Menons les droites OC et Oc, et supposons qu'elles ne coïncident 
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pas. Dans les triangles BOC et 6jOe,, on a ^ OBC ^^ ^c Oh|C| 

comme correspoiidanls par rapport aux parallèles BC et èiC, et la 

,,,„,, ^ , AB BO AB BC ,. , BO 

sécante OiB : d autre part ■ — ;- = t-tt et — ;- ^^ -, — -, d où r-^ =■ 
«t^j 0)0 «jO, OjC, i>|0 

7— -Nous en concluons que les triansles OBC eiiih.c. sont sem- 
blables et que les droites OC et Oe, coïncident. 



Menons ensuite c,(^, égale à ccf et parallèle CD, d^Q^ égale à 
de et parallèle à DE, et démontrons, comme ci-dessus, que Ocî, 
coïncide avec OD et Oe, avec OE. Enfin joignons le point e, au 
p.'int a,, et prouvons que a^e^ est égale à ae et parallèle à AE, 

En effet, les triangles AOE et a,Oe, qui ont un angle commun 
AGE compris entre les côtés proportionnels, sont semblables, d'où 

., . , „., . ,„ - AE AO AB 

il resuite que «,6, est parallèle a AE ; mais = — -ci = — — = 

AB AE .... < < t < ' 

—r- =: — j ce qui conduit a a.e, = ae- 
ao ae ^ ' 

Ainsi tous les côtés du polygone a^b^c^d^e^ sont parallèles aux 
côtés respectifs du polygone ABCDE. D'autre part, tous les côtés 
et tous les angles du polygone a,ô,c,6f,e, étant respectivement 
égaux aux côtés et aux angles du polygone abcde, ces deux poly- 
gones sont égaux. La figure abcde a donc pu être placée de façon 
à avoir tous ses côtés parallèles aux côtés respectifs de la 
figure ABCDE. 

Conséquence du théorème H : 

5! deux polygones sont homothétiques, les droites qui joignent les 
sommets homologues concourent en un seul 'point appelé le centre 
de similitude. 
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111, Pour que trois polygones semblables aient un seul et même 

centre de similitude, il suffit de placer un ^ 

seul côté, par exemple »!J!{/Ï.c. 48]parallf 

lement aux côtés homologues 6L, bo et 

de façon à ce que ses extrémités m et w 

soient sur les droites ou les prolongc- 

menls des droites qui joignent denx a ' 

deux les extrémités B et 6, ( et f au 

centre de similitude des polygones VB( Dl et abak Li'- points 

p, q, ; se trouveront alors nécessairement sur les droites 0<^, OeH, 

OM. 
Ayant prouvé le tliéorème pour trois polygones, nous pou- 
vons le démontrer pour 
quatre, etc. 

Le centre de similitude 
de deux ou plusieurs po- 
lygones liomothétiques 





Fig. 48. 



peut se trouver en dehors de ces polygones {/îff. 46, 47), à leur 
intérieur (fig. 48), ou à l'un des sommets (fy. 49), 

Nous avons vu que dans deux polygones semblables les côtés 
homologues sont entre eux dans un rapport constant. Ce rapport 
est appelé rapport de similitude des deux polygones. 11 est égal à 
celui des distances du centre de similitude aux points liomo- 
logues. Lorsqu'on transforme une ligure quelconque en une figure 
semblable, plus grande ou plus petite et que leur rapport do 
sûnilitude est )i, on dit que la première ligure a élé multipliée 
par n. Le nombre n peut être entier ou fractionnaire. 

Il est souvent avantageux, lorsqu'on doit construire une figurt; 
quelconque ou trouver !a position d'un poiut par rapport à une 
figure donnée, de construire non pas la figure cherchée, mais une 
autre qui lui soit semblable. On laisse pour cela de côté une des 
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conditions imposée, et l'on obtient un système de ûgares sem- 
blables et semblable ment placées. Il est facile ensuite d'introduire 
la donnée omise et d'obtenir la flgnre demandée. 

Les trois problèmes qui suivent peuvent sei-vir d'exemples de 
la métbode à employer. 

341. Construire une figure semblable à une figure donnée 
abcde, de façon qu'un de ses côtés soit égal à une longueur don- 
née AB parallèle à a/> [fîg. 49 et 48). 

Joiadre respectivement A à a et B à 6, prolouger les lignes An 
et B6. Le point d'intersection sera le centre de similitude. Mener les 
droites Oc, Orf, Oe; mener du point B une droite parallèle à 6c jusqu'à 
son intersection en C avec Oc ou son prolongement ; du point C mener 
une droite parallèle à ed jusqu'à son intersection en D avec Od ou son 
prolongement, et ainsi de suite. 

848. Construire une figure semblable à une figure donnée de 
telle façon que le centre de similitude soit en un point donné et que 
le rapport soit égal à n [fîg. 49). Soient Imnp et la figure et le 
centre de similitude donnés {flg. 47). Menons la droite 01 et pre- 
nons OA telle que OA ^Ot'X.n. Joignons ensuite le point aux 
points m. n et p, prolongeons les droites ainsi obtenues et menons 
AB, BC, CD et AD respectivement paraîlèles aux côtés du poly- 
gone donné. Le quadrilatère ABCD est le quadrilatère donné 
Imnp multiplicatif par n. 

343. Trouver, à l'intérieur d'un angle 
donné ABC, un point tel que les seg- 
ments do droite, parallèles à deux droites 
données MN et PQ, compris entre le 
point cherché et les cfttés de l'angle 
soient ou égaux, ou dans un rapport donjié 

~ [fis- 30). 

Attendu que nous n'avons pas la longueur des segments, mais leur 
rapport, nous devons nous attendre à ce qu'il y ait au moins deux 
points qui satisfassent à la donnée du problème. Soient et o teis que 

^^- et — ,= -; 01^ et Oc paralIMes h MX, OD et ml parallèles 
OU n od n ■ 

ÙPQ. 
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Les figures EBDO et eBdo sont semblables, attendu que les quatre 
angles 0, E, B, C sont égaux respectivement aux quatre angles consé- 

cutiis o, e, B, (I, et 77;-= — 3 ^= — 
' ' OU od n 

Le centre de similitude est le point B, et B, oet sont sur une droite. 
Nous en concluons que tous les points qui satisfont à la donnée du 
problème sont sur la droite OB et, pour trouver cette droite, il suffit do 
trouver un point de cette droite. 

Menons pour cela BK parallèle à MN et BL parallèle a PQ. Sur BK 
prenons m parties quelconques et sur BL n pai'ties égales. De L menons 
LO) parallèle à BC et de K une autre droite KO) parallèle à BA. Le point 

d'intersection 0) est un des points cherchés, attendu que -—^ = — ^^ — ■ 

Si les segments EO et 1)0 doivent être égau\, il suffit que BL soit égal 



Du centre de similitude de deux cercles 



Soient O et O, deux cei-oles situés dans un mûmeiikm (/î,(7.31). 
Menons dans IVin, deux rayons quelconque OM et ON et dans 




l'autre deux rayons 0,M, et 0,JN', respectivement parallèles aux 
rayons OM et ON et dirigés dans le même sens. Soit K le point 
d'intersection de la ligne des centres avec la droite MM,. Les 
triangles OMN et 0,M|N^ étant semblables, le point K est leur 
centre de similitude. Il en résulte que la droite NN, rencontre 
la ligne des centres au même point, et qu'en général toutes les 
sécantes communes à deux cercles, passant par les extrémités de 
rayons parallèles et dirigés dans le mîme sens, concourent en un 



y Google 



6S PROBLEMES DE I LOMLIEIE ELEMENTAIRE 

seul point. On peut en dire autant des tangentes communes exté- 
rieures, parce qu'elles passent également par les extrémités de 
rayons parallèles. Le point de concours de toutes ces droites 
porte le nom de centre de similitude directe de deux cercles. 

11 est facile de démontrer que toutes les sécantes communcM 
passant par les extrémités do rayons parallèles, mais de sens con- 
traires, ainsi que les tangentes communes intérieures, concourent 
en un seul point qui se trouve sur la ligne des centres. Ce deu- 
xième point porte le nom de centre de similitude inverse ('). 

Les couples de points M et M,, P et P,, Sj et S^, S et S,, qui 
se correspondent dans la similitude portent le nom de points 
homologues. Les couples de points qui se correspondent dans 
l'inversion sui le" mêmes dioitei soient M et P,, P et M,, S^ et 
S,, S et bg -.ont dits antthomologups 

Le p> ocluit des dislances du centi e de similitude de deux cercles 
à deux points antihomologues quelconques est constant et égal au 
produit des tangentes iienéc^ du centre de similitude aux deux, 
cercles 

En effet pjinon-. um Mcante quelconque KM. Lus Irianglcs 
MOK a M.O.k POk e( P.O.K étant sembUibles, de.ix à deux, 



PK OR 

',K~ 0,K" 



a'oùMKxP,K=M,KxPK. 

D'autre part, KY étant une tangente commune, nous avons 

KY^ ^-. MK X PK et KY? = M,K x P,K. 

(I) On déiluii de co qui précèdis im procédé très coiiuiiode imiir raenor le; 
tangentes commuiiea à deux cercles. On détermine ponr cela les deux cenirei 
de similitude direct* et inverse, et par chacun de ces points on mène des tan 
gentes à, l'un <les deux cercles f|ui seront e -nSme temps tangentes à raulrc. 



IIK 


- 21^- rt 
-0,K '-' 


.nipar. 


LiiL ces doux égalités, uou 




MK PK 
.M,K^1>,K' 
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En multipliant ces doux dernières ég!ilitf''s l'une par l'aulre 
nous trouvons 

KY^ X KY,^ = MK xP|K X M,K X PK :=: (MK"^ x P,K'), 
ouMKxP|K = M,Kx PK = KY X KY,. 

Problèmes sur la similitude des fibres 

344. Construire un triangle, étant donné un angle, le rapporl 
des côtés ([ui connircnnenl cet angle et le rayon du cercle 

Soit ABC {fig. Si) ^gal à l'angle donné, Bl) =; m unités de longueur 
quelconques et BE = n de ces unités. Le triangle DBE est semblable au 
triangle cherché, ayant un angle égal et les côtés homologues propor- 
tionnels chacun à chacun. Toutes les droites parallèles h DE découpen t 
des triangles semblables les uns ans autres et semblables au triangle 
cherché. Parmi ces triangles semblables, il faut en choisir un dans lequel 
on pourrait inscrire un cercle de rayon donné. Le 
centre du cercle doit se trouver sur la bissectrice 
de l'angle B; il doit, en outre, se trouver à la dis- 
tance r des côtés AB et BC. I! suffit donc de me- 
ner la bissectrice BM et une droite parallèle à AB 
ou à BC et se trouvant à la .distance r de l'une de 
ces droites. Le point d'intersection est le centre 
du cercle inscrit. Pour construire le triangle, abais- 
sons de une perpendiculaire OF sur DE ; sur OF 
ou son prolongement prenons OG égal à r; par le 
point G menons BQ parallèle à DE. Le triangle RBQ est le tria 
cherché. 

En effet, ^ BBQ est l'angle donné, h| = gf = f 1 ^"A" '" *>''0'te OC 

ifime temps 




Fig. sa. 



LUgle 



est égale à la distance du point aux côt^s RB el QB e 
hr. 



345. Construire un triangle, étant donné un angle a, la lon- 
gueur s de la bissectrice de cet angle et le rapport — des seg- 
ments déterminés sur le côté opposé à a par la hauteur issue du 
sommet de cet angle. 
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ine droite quelconque AB {fig. S3), prenons MC et CN tellns 
— ; élevons une perpendiculaire CD; traçons sur MN un 
_/.,. segment capable de Tangle a; soit P l'intersection 
P de l'arc MPN et de la perpendiculaire CD. i-o 

V\ triangle MPN est semblable au triangle chercliÈ 

-T] (1, 58). Il suffit maintenant de prendre sur la bis- 

— N^ seclrice PR une longueur PL égale à s et de mener 
1. OK parallèle à AB. 

Le triangle OPK satisfait aux données du pro- 
effet l'angle OPK est f gai à i. la Lissectrico PT. est Égal à .s 



346. Étant donnés un angle ABC et un point M à l'intérieur de 
cet angle, trouver sur le côtéBC un pointX équidistant du côté AB 
et du point M {/îg. ai). 

Supposons le problème résolu. Soit X le point cherché ; nous avons 
alors YX ^ XM. En joignant les points B et M, nous remarquons que le 
point B est le centre de simi- 
litude des triangles a6c,pmn, 
etc., dont les côtés sont pa- 
rallèles aux côtés du triangle 
YMX. 

Construisons un de ces 
triangles ; pour cela, d'un 
point quelconque a, élevons 
une perpendicidaire sur le 
côté AB, du point c comme 
centre et avec un rayon égal 

h ca, décrivons une circonférence qui rencontre BM au point b. 11 suflit 
maintenant de mener MX parallèle à bc et XY parallèle à t». I.c point 
X est le point cherché. En effet 

MX BX XY BX „ . MXXV MX _ 6c 




comme 6e := ea, nous en concluons que MX zz: XY. 
Le problème comporte deux solutions, attendu que le ferclc de rayoi 
i rencontre BM eu deux points. 
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347. Inscrire clans un triangle donné ABC un parallélogramme 
dont on connaît l'angle à labase a et le rapport des côtés — {/zg. 3a)- 




Construisons deux parallélogrammes, K,P)Q,M4, NïP2Q2M2, de telle 
façon que les côtés M|Qj et M^Qj coïncident avec le cûté AG du triangle 
ABC, que les angles N,M|Q) et N^M^Qa soient Égaux à l'angle donné a 

et que les rapports ^:r^ et ^vy soient égaux au rapport — • 

Ces deux parallélogrammes, qui ont tous leurs angles respectivement 

égaux et leurs côtés homologues proportionnels, sont semblables. Nous 

, N,Pa NsM, . NsMa ANj j. ^ ^aPs AN, 

en concluons que ^ = ^ 1 ««ais j^ - ^nJ' ^ ''^^ J^ = ÂnÎ" 

D'autre part, l'angle AN^Pa est égal à l'angle AN,P„ d'où nous con- 
cluons que les points A, P,, Pa sont en ligne droite et que le point A est 
le centre de similitude de tous les parallélogrammes construits dans 
les mêmes conditions. 

' Joignons A i Pa. La droite APg coupe BC en P. Par le point P 

menons PN parallèle à AG et du point N une droite NM parallèle àNaMa- 

I.e parallélogramme MNPQ est le parallélogramme cherché. En effet, 

NP_AN , NM AN ,. . NP _ NM_ ^^NP_WaPj_ffl_ 

•ij' "'^ ^^ ^^^ NgMa ANa' NaPj NaMi' NM NgMa n 

mgle NMC, égal à l'angle NjMaG, est égal à son tour à 



^2pf 

En outre, I 
l'angle donné a 

Il va sans dire que le même procédé peut servir lorsque le parallélo- 
gramme est remplacé iiar un carré, un losange ou un rectangle; il 



suffit pour cela que, dans le premier cas, nous ayons — ^ J , a 

dans le deuxième — = 1 , et dans le troisième a = 90°. 
Le procédé reste le même lorsque nous avons à inscrii'e un 



= 90"; 
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Fig. se. 
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attendu que ce dernier peut être considéré comme la moitié d'un paral- 
lélogramme, ou un quadrilatère quelconque, étant donné que deux 
de ses sommets se trouvent sur un des c<5tés et les deux autres som- 
mets sont sur les deux autres ciités du ti'iangle. 

348. Mener dans un triangle ABC une droite DE to!!c quL' 
les droites AD, DE et EC soient égales entre elles {/iff. 56), 

Supposons le probiÈme résolu. Soit AliEC un quadrilatère dont les 
côtés AI), DE et EC sont égauï 
entre eux. 

Joignons les points A et E 
et prolongeons la droite AE. 

Menons BG parallèle à DE 
et, du point d'intersection G 
des droites lifi et AG, une 
autre droite GK parallèle à 
EC. On voit que les figures 
ADEC et ABGK, qui ont leurs 
angles respectivement égaux 
et leurs côtés homologues proportionnels, sont semblables. 

>'ous en concluons que, pour résoudre le problème, il suffit de cons- 
truire le quadrilatère ABGK; décrivons pour cela, du point B comme 
centre et avec AB comme rayon, un arc de cercle ; prolongeons CB et 
prenons Cl. égal à AB ; de I. menons une parallèle à AG. Du point d'in- 
tersection G de cette parallèle avec l'arc de cercle menons GK parallèle 
à BC. Xous voyons que les droites AB.DG et GK, égales à I.C, sont égales 
entre elles. 

Joignons A et G. Du point d'intersection E de la droite AG et du côté 
BC, menoHs ED parallèle à CB. U figure ADEG est la figure clierchée. 
En effet, AD : DE : EG — AB : BG : CK — 1. 

349. Construire un triangle, connaissant A, C eib -\- h/, =: s. 

Consti-uisons un triangle ABC dont les angles A et G soient donnés 
et dont la hauteur BD soit égale k s. 

Le triangle cherché EBF est nécessairement plus petit que le triangle 
ABC, et sa base EF est parallèle à la base AC {(Ig. 57). La somme BM + EF 
étant égale à s ou BD, nous en déduisons que EF est égale à, MD et que 
]a figure KEFP, dont les cités EJf et FP sont parallèles à MD, est un 
carré (II, 3i7). 
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Le procédi'' que nous venons d'indiquer pourrait ne pas ve 
de tout, le monde ; la marche régulière à suivre serait la sui 
truTsons un triangle ABC {fig. 58) dont les 
angles A et C soient respectivement égaux 
aux angles donnés et la hauteur BD quel- 
conque. Soit AC + BI)^.ïi. Pour trouver 
le triangle dont la somme de la hase et de 
la hauteur soit égale à s, plus petite ou 
. plus grande que j-i, il faut multiplier le 
triangle ABC par le rapport -■ 

Prenons pour cela AE ^^ Sj et AK 7= ^. 
Joignons E à B, menons Kl. parallMe à 
EB et LM parallèle à BC. 





/ 

/ M 


\ 


/ 




\ 

4àc 



Fig. ; 



Nous avons ; 



1.G 



■et, par conséquent, .,jj^^;^^ -. 
Il s'en suit que I.H ■]- AM =7 .v. 




RAC, étrangle I.MA 
iangle I.AM sati^l'ait 



IVautre pari, laiiglo I.AM est le même que l'a 
est égal à l'angle BCA comme con-espondaiit. Le t 
donc aux données du problème. 



350. Construire un triangle, connaissanl A, C et bh,, = ft^. 

ConsU'uisons un triangle ABC dont les angles A et C soient donnés. 
Sur le prolongement de la droite AC, prenons CE =; BD, et sur AE 
comme diamètre décrivons une demi-circonférence. La perpen- 
diculaire élevée en C à AE rencontrera la demi -circonférence en F, 
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Nous aurons CF^ = AC.CIÎ = AC.BD. Soit CY = ft,. Multiplions enlin 

le Iriaiigle ABC par le rapport de similitude r-i et nous obtiendrons 

le triangle chercLé. 

I.a solution est évidemment la môme si l'on a la surface du tnangle 
à la place du produit de la base par la hauteur. 

351.Consl,ruirenntriaDgle, connaissant A, C et b^ — h^i, =r: k'^. 

Construisons un triangle ABC dont les angles A et C soient donnés. 
Sur AG comme diamètre décrivons une demi- circonférence et du 
point A comme centre, avec Bû comme rayon, décrivons un arc de 
cercle qui coupe la demi-circonférence en F. Soit FC la droite qui 
.joint les points F et C. Nous avons FC = A.Cî — AF^ — AC^ — BD». Il 



suflit donc de mizltipliei' le li'iangle ABC par lu rapport 



FC 



352. Construire untriang;le, connaissant A, C et 6* -[- A| =; k^. 

353. Construire un triangle, connaissant A, C et abch,, ^ k'. 

Ayant construit un triangle ABC dont les angles A et C soient égaux 
aux angles donnés, nous posons n.c =: ftj et b.hb := ^1 ; ayant trouvé 
A*| et Aj, nous posons A:,. 62 = fr^. Sous avons alors rt&cfti, r^ (^1%)^ ^ ^3, 
el il an reste plus qu'k muUiplier le liiaiiglo AliC par le rappoi't — - 



354. Construire un pentagone lorsqu'on connaît : 1° ses angles 
{a, f,, f, S, e) ; 2" les rapports (m : n: p : q) des deux côtés consé- 
cutifs et des diagonales issues du sommet de l'angte compris 
entre ces côtés; 3" la somme k^ des carrés des trois autres 
côtés i/ïff. 39). 

Construisons un angle BAE égal à. a. Sur l'un de ses côtés prenons 
AB) := m et sur l'autre AE, ^= q. En B, construisons un angle AB,C, égal 
à p et, en E,, un angle égal à s. Du point A comme centre et avec les 
rayons n et p, décrivons des arcs de cercle qui coupent, le premier, B|C( 
en C,, le deuxième, E,D, enD,. Le pentagone ,lB,CiD|E| est semblable 
au pentagone cherché. 

Traçons maintenant NP = B|C| et NM = C)D| perpendiculairement 
à la première. Au point P élevons luie perpendiculaire àMP et prenons 
PQ = E|D,. 
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MQa ^ PMî + PQ2 = PQ3 + i\X> + NP^ = Ii,C^ -h C,m + D,E^ 




Il 11(1 nous reste donc plus qu'à multiplier le pcnlagone AB|C|I)|E| 
par le rapport rr^r' 



Construire un triangle, connaissant : 

355. A, /i„,-- 



356. A, «et -; A,«, ^ 



357. A, -, A„; A, S, ■ 



358. rt, T^! lorsque b ^ c, ou a = c 

359. A, B, a± S. 

360. A, Ç, 2p;A, 6, ~- 

361. A, Bet A= A«; «, &, |- 

362. J, ^, m„ + »u + »«c. 

863. Construire im quadrilatère dont on conuaiL les quatre 
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angles, la loiigiieur du périmètre et le rapport de deux côtés con- 
sécutifs ou la longueur d'un des côtés (IV, 29). 

864. Qu'est-ce qu'il faut donner en plus lorsqu'on connaît 
(« — 1) angles d'un polygone de « côtés et la longueui' do son 
périmètre, pour que le polygone soitdérini{iI, 363) '? 

Construire un triangle, connaissant : 

365. A ^ A», ^ {m^, b) et ^ (»ia,c). 

366. h^, h^ et ^ (A^, a), {voir I, 73). 

367. ha, h,, et ' (1, 73). 

368. K, hb ethc {I, 74). 

369. Construire un parallélogramme, connaissant les rapports 
d'un de ses côtés aux diagonales et la surface. 

370. Construire un trapèze, connaissant les rapports de trois 
côtés et la hauteur. Que faut-il donner en plus pour que le pro- 
blème devienne déterminé ? 

371. Construire un trapèze, connaissant les deux cotés non 
l'angle formé par ces côtes et le rapport des ct^tiis 



373. Construire un triangle rectangle, connaissant : 
1° La hauteur issue du sommet de l'angle droit et le rapport 
des carrés des côtés ; 
2° Le rapport des carrés des côtés et le périmètre (1, S§). 

373. Étant donnée une droite AB qui ne peut pas être prolon- 
gée, élever du point B une perpendiculaire à cette droite. 

374. Inscrire un carré dans un segment donné. — Généraliser 
le problème (H, 347). 

375. Étant donné un point M situé sur la droite BC, trouver 
sur cette dernière un point dont les distances au point M et à une 
autre droite donnée AB soient dans un rapport donné, 

376. Mener par un point donné à l'intérieur d'un angle une 
circonférence tangente aux côtés de cet angle (II, 346 deux 



377. Décrire un cercle tangent à deux droites concourantes et 
à un cercle silué à l'intérieur de l'angle formé par les droites 
(II, 34(î). 
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378. Inscrire dans un angle donné ABC une circonférence 
passant par un point donné M de la bissectrice de l'angle (II, 375). 

379. Inscrire dans iin angle donné ABC un cercle tangent à un 
cercle égaiement inscrit dans cet angle (II, 373). 

380. Dans le cercle sont donnés un diamètre AB et une 
corde MN. Décrire un cercle tangent au cercle donné et aux pro- 
longements des droites ABet MN (deux cas). Plus généralement: 
décrire un cercle langent à un cercle et à deux droites données. 

381. Trouver sur les côtés AB et CD d'un quadrilatère 
donné ABCD deux points X et Y, tels que les droites AX, XY et 
YC soient dans des rapports donnés (II, 348). 

382. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
qui coupe deux droites parallèles données MX et PQ en deux 
couples de points, X et X, sur MN et Y et Y, sur PQ, tels que 
XY (ou X|Y|) soit égal à AB (II, 375). 

383. Etant donnés un angle et deux points A et B, mener par 
A une circonférence de façon qu'elle intercepte sur les côtés de 
l'angle deux cordes égales et que la tangente menée du point B 
à la circonférence fasse avec l'un des côtés de l'angle un angle 
donné (II, 346). 

384. Étant donnés un point et une droite, mener par ce point 
trois droites de telle façon qu'elles forment entre elles des angles 
donnés et qu'elles déterminent sur la droite donnée deux segments 
qui se trouvent entre eux dans un rapport dojiiié. 

385. Décrire deux cercles égaux tangents l'un à l'autre et à 
deux cercles donnés en deux points donnés. 

A la place de cercles on peut donner deux droiles, et, au lieu de 
l'égalilé de rayons, leur rapport (II, 348 et 381). 

386. Étant donnés un angle MNL et un point A à l'intérieur do 
l'ct angle, construire un angle PAQ égal à un angle donné a, de 
telle façon que la droite PQ qui joint les points d'intersection des 
côtés de cet angle à ceux de l'angle MNL soit parallèle à une 
droite donnée BC. 

387. Construire un triangle semblable à un triangle donné de 
façon à ce que ses sommets soient situés sur trois droites données 
Jquatre cas). 

388. Mener par un point donné une droite sur laquelle li'ois 
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droites concourantes données AB, AC, AD détermiiiunt deux 
segments, qui soient dans un rapport donné {fig. 60), 

Soient liA, DA et CA los trois droites concourantes données, E le 
point donné. Menons quelque 
part une droite B|D|C, de 

façon que le rapport ^-t^ soit 

égal au rapport donné. Sur 
B,Dj et D|C) construisons deux 
segments capables, le pre- 
mier de l'angle BAD, le second 
Fi^'. 6(1. de l'angle DAC. Soit A,, le 

point d'intersection des deux 
circonférences. Transportons A|B, en AF et A,C, en AG et, par le 
point E, menons une droite BIlCE parallèle â FGH. Cette droite est la 
droite cherchée. 




389. Étant données trois droites concourantes AB, AC, AD et 
une quatrième droite, mener une sécante de façon à ce que les trois 
segments déterminés sur elle par les quatre droites données soient 
dans des rapports donnés. 

390. Etant donnés un cercle et deux rayons, dans des positions 
déterminées, mener une corde qui soit coupée par les deux rayons 
en trois parties égales. 

391. Mener parallèlement à la base d'un trapèze une droite 
telle que la portion de celte droite comprise entre les côtés non 

soit partagée par les diagonales en trois parties 



392. Étant donnés un point A et deux droites, tracer un triangle 
semblable à un triangle donné, de façon à ce que l"un de ses sommets 
soit en A et les deux autres sur les deux droites. 

393. Etant données trois droites, mener dans une direction 
déterminée une sécante telle que le produit des segments compris 
entre les droites données soit donné. 

394. Étant donnés trois points A, B, C, situés sur une circonfé- 
rence, mener une corde BE qui soit partagée par la corde AC dans 
un rapport donné. 
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395. Étant donnés trois cercles concentriques {fîg. 61), mener 
une sécante ABC, de telle façon que le segment de cette sécante 
compris entre la première et la deuxième circonférence soit égal 
au segment compris entre la deuxième et la troisième. 




; quelconque, et s 



;ette Ave 



i C|lî, 



Trouvons le lieu des points dont les distances aux points C, et B, 
soient dans le rypjiorl jr^r et le lieu des points dont les distances aux 
points B| et Aj soient dans le rapport t-t- Lesdmix lieux se ronconticnt 



lu point 0,. 
Il suffit m; 



ntcnant de construire en i 



eCOA égal à.C|0|A|. 



396. Inscrire dans un triangle donné un autre triangle dont un 
côté soit parallèle à une droite donnée et dont les hauteurs soient 
dans un rapport donné (I, 73 ; et II, 347]. 

397. Inscrire dans un triangle donné un parallélogramme dont 
on connaît le rapport des côtés et l'angle formé par les diago- 
nales (II, 218). 

398. Étant donnés un cercle et deux rayons prolongés, mener 
entre ceux-ci une tangente partagée par le point de contact dans 
un rapport donné. 

399. Inscrire un carré dans un secteur donné. — Généraliser 
le problème (deux cas, II, 347). 

400. Étant données une circonférence et deux droites AB et 
CD, mener une perpendiculaire à CD de façon à ce que son seg- 
ment compris entre AB et la circonférence soit partagé par Cl) 
dans un rapport donné. 
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Il faut pi'pndre pour le centre de simililudo l(^ point iriiilftispclion île 
Al! et (le CD. 

401. Construire un triangle, conimissaut h^. in,, cl - (II, Wi). 

408. Construire un triangle, connaissant deux haitlcurs ut la 
médiane relative à l'une de ces hauteurs. 

Soient AD et CE les hauteurs données, et AF iii médiane. Nous pou- 
vons construire le triangle rectangle ADF ; nous connaissons en outre 
la foi-me du triangle ABF (I, 73) ; le point F est le centre de similitude. 

An lieu de la médiane, on aurait pu donuer une Jvoile ijui coupe 
BG dans un rapport lîonné. 

403. ConstiTiire un triangle, connaissant a, S et m,. (1. g, 
XII). 

404. Construire un triangle, connaissant son périmètre, un 
angle et le rapport des segments du côté opposé à crt angle déter- 
minés par la hauteur relative à ce côté. 

405. Construire un triangle, connaissant le rapport du péri- 
mètre aux segments déterminés sur un de ses côtés par la bis- 
sectrice de l'angle opposé à ce côté (1^ 57) et la somme des rayons 
des cercles inscrit et circonscrit au triangle. 

406. 1° Étant donnés un cercle et un point A situé eu 
dehors de ce cercle, mener par A une sécante, de telle façon que 
la partie extérieure soit à la partie intérieure comme m est à ?î; 

2° Mener par un point A situé à l'intérieur d'un cercle une cordo 
cjui soit partagée par le point A dans un rapport donné. 

407. Etant donnés un cercle et un point K situé à l'intérieur 
de ce cercle, mener par ce point une corde MN telle que MK et la 
dislaoce du point K au milieu de la corde soient dans im rapport 
donné. 

408. Dans un triangle .'VBC, mener une droite DH perpendi- 
culaire à AB et coupant le périmètre en deux parties égales (II, 
413). 

409. Construire un triangle isocèle, connaissant sa surface, et 
le rapport des rayons des cercles inscrit et circonscrit. 

410. Construire un polygone ré gidier équivalent ^'i une llgiiru 
donnée régulière ou irrégulière (II, 334). 
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411. Construire un polygone de n côtés, connaissant ses 
angles, les rapports de [n — 2) côtés et le produit des diagonales 
(II, 334). 

412. Construire un quadrilatère inscriptible, connaissant un de 
ses angles, la surface et les rapports des côtés, qui comprennent 
Tangle donné, à la diagonale relative à cet angle (II, 354). 

413. Mener iine droite c[ui soit parallèle à une droite donnée 
MN et qui divise un triangle donné ABC en deux parties équi- 



Menous DE parallèle àMN; soient A'î et k^ les surfaces du triangle 
DBE et (le la moitié de la surface de ABC; multiplions le triangle 

tIBE par le rapport-—- 



Exercices sur la multiplication des cercles 

414. Par le point d'intersection A de deux circonférences 
données O et 0,, mener une sécante telle que les deux cordes 
multipliées respectivement par m et par n forment ensemble une 
longueur donnée. 

Prenons sur la droite AO ou son prolongement un point G tel 
<iue AO ^= AO.m et sur la droite AO, ou son prolongement un point C) 
te! que AG, =:A04.tt. Des points G et G, comme centres et arec les 
rayons GA et G|A, décrivons dfux circonférences. I.e problème se réduit 
maintenant au problème II, 193. 

415. Etant donnés deux cercles concentriques, mener une 
droite qui forme dans le plus grand des cercles une corde deux 
fois plus grande que celle formée dans le plus petit. 

Multiplions le plus potit cercle par deux {en conservant le même 
centre) et appliquons le principe du îieu géométrique V. On peut égale- 
ment se ssrvirdu lieu géométrique- XII. Si tes cordes doivent être dans 
un certain rapport et passer par un point donné, on se servira du lieu 
géométrique VI. 
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416. Etant donnés deux circonférences et un point A, mener 
Jes tangentes à ces circonférences de telle façon qu'elles soient 
parallèles entre elles et que leurs distances au point A soient dans 
un rapport donné. 

Multiplions l'une des ciii ouférences par le rapport doimû en pretiiinL 
A pour le centre de similitude; le problème se réduit à.11, 84. 

417. Étant données deux circonférences, mener une troisième, 
do telle façon qu'elle leur soit tangente et que : 1°^ droite qui joint 
les points de contact passe par un point donné {ftrj. 2^) ; ou que ; 
2° l'angle OiOjOj soit de grandeur donnée (lieux géométriques 
YletV), 

418. Par un point donné, mener une droite qui détermine dans 
deux cercles donnés des cordes proportionnelies aux rayons. 

419. Étant donnés quatre points S, , S^, Sj et S, situés sur une 
droite donnée AB, trouver sur cette dernière un point X tel que 
les produits S,X.S^X et S^X.SjX soient égaux {/îg. 51). 

420. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
tangente à une circonférence donnée (I, 63 et 66; II, 76 et 109). 

431. Mener par. un point donné A une circonférence tangente 
aune circonférence et à une droite données. 

Soient Oj la circonférence clierchée, Û la circonférence ot MN la 
droite données, K et G les points de contact ; menons OE perpendicu- 
laire k MN, et soient C et D tes points d'intersection Ue cotte perpendi- 
culaire avec la circonférence donnée. Prolongeons la droite qui joint 
les points A et D jusqu'à son intersection en F avec la circonféreuco 
cbercliée. Nous avons alors : 

AD.I)F = r)C.I)K — ItE.LC, 

ce (|ui nous permet de di5terminer le point F (I, 66). H ue reste plus 
qua utiliser la solution du problème 11, 420 (quatre solutions). 

422. Décrire une circonférence tangente à deux circonférences 
et à une droite données. 

Soient R et R, les rayons des circonférences données et 0, et soil 
H, > n. Du point Oj décrivons une circonférence avec un rayon éf.'al 
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an, — R et, i une distaoce égale à U, menons une parallèlo ù la droite 
donnée. Pour la suite voir le problème pi'ùcédent (huit solutions}. 

433. Mener par un point donné A une circonférence tangente à 
deux circonférences données. 

Soient K le centre de similitude des circonférences données 
et 0,, N et Wj les points de contact de l'une des tangentes communes 
extérieures et B le second point d'intersection de la circonférence 
cherchée avec ta dj-oite AK. Kous avons alors AK.KB = KN.K?;,, ce 
qui permet de déterminer la position do point B (I, 60). Voir pour la 
suite II, 420. 

434. Décrire une circonlërence tangente à trois circonl'érem;es 
données. 

Soient lî, R, et Rj les rayons des cercles donnés ; soit R > tt, > R^. 
IJes points 0, et comme centres, décrivons deux cercles dont les 
rayons soient rcspcclivcraent, R,, — lî^ cl R — Rj. Pour la suite, voir 
11, 423, 



435. Dans un triangle donné ABC 
;gal à un autre trîani^le donné MiVP. 



I triangle DF.ii 



Au liea de chercher k inscrir 
nous pouvons procéder in- 
t, c'est-à-dire cir- 
le triangle ABC au 
triangle MNP {^g. 62). 

Nous remarquons tout d'a- 
bord que le point A, se trouve 
surl'arc d'un segment capable 
de l'angle A, le point B) sur 
Tare d'un autre segment ca- 
pable de l'angle B. Nous con- 
naissons (tl, 193) le moyen de tracer A,MB 

Menons B^NC, et A, PC,. Il est facile de prc 



igle MNI> dans io trian}.|e ABC, 
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est égal au triangle ABC. Il nous reste maintenant à transpoi-ter MNP 
en DEF. Prenons pour cela AD = A,M, AF = A,P et BE = B,N. Le 
triangle DEF est égal au triangle MNP, par suite de l'égalité des 
triangles ADb' et A.MP, DBE et MB,N {'). 

426. Dans un secteur ou dans un segment donnés inscrire un 
triangle égal à un triangle donné. 

437. Dans un segment donné inscrire un triangle semblable 
à un triangle donné de telle façon qu'un de ses sommets soit situé 
en un point donné sur la corde ou sur Varc du segment (lieux 
géométriques XII et II). 

428. Dans un triangle donné inscrire un triangle semblable à 
un autre triangle donné, de telle façon qu'un de ses sommets soit 
situé en un point donné sur Tun des côtés du triangle donné. 

489. Construire un triangle semblable à un triangle donné do 
telle façon que ses sommets soient situés sur trois circonférences 
concentriques données (1. g. XII). 

430. Décrire un cercle vu sous trois angles donnés de trois 
points donnés (1. g. XII). 

431. Dans un demi-cercle inscrire un quadrilatère semblable 
à un quadrilatère donné de façon à ce que deux de ses sommets 
soient situés sur le diamètre. 

433. Étant donnés un cercle et un point A, mener une corde 
dont la longueur soit dans des rapports donnés avec les distances 
des extrémités de cette corde au point donné {deux cas). 

433. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle B et les 
rayons des cercles circonscrits aux triangles ABD et CBD, étant 
d onné que BD est la médiane relative au côté b. 

MÉTHODE DE SYMÉTRIE 

S'il est difficile de construire du premier coup la figure de- 
mandée, on peut souvent la transformer en une autre figure dont 
la construction soit plus facile. Nous indiquons ci-dessous cinq 
modes différents de transformations de figures, parmi lesquels la 

(') Ce problème est exposé dans le I" livre des Principia mathematîca pki- 
iosophise naluralù de Newton. 
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méthode de symétrie clite aussi de retournement, occupe la pre- 
mière place, tant à cause de sa simplicité qu'au point de vue his- 
torique. 



n 



r>; 



Les points A et B [fig. 63) sont dits symétriques pai' nippopt à 
la droite MN perpendiculaire en son mdieu 
à la droite AB. La ligne MN s'appelle l'axe 
de symétrie. Les droites AL et BL, dont 
tous les points sont symétriques deux à 
deux par rapport à la droite MN, portent 
également le nom de symétriques. De même 
deux cercles égaux A etB, dont les centres 
sont symétriques par rapport à la droite MN , 
s'appellent symétriques par rapport à cette ^''H- '■■' 

droite. 

La méthode do symétrie consiste en ceci : on suppose le pro- 
blème résolu, et l'on remplace un des points donnés (ou une droite, 
ou un cercle donnés) par un point [ou une droite, ou un cercle) 
symétrique. On réduit ainsi le problème donné à un autre, facile 
à résoudre à l'aide des méthodes déjà connues. 



434. Trouver sur une droite donnée AB un point X tel que les 
droites MX et NX qui joignent ce point à deux points donnés M 
et N forment avec la droite 
deux angles NXB et MXA 
dont l'un soit le double de 
l'autre [fig. 64]. 

Soient M et N deux points 

situés d'un même côté de lii 

droite AB et X un point situi5 

sur la droite AB tel que NXI! 

^ 2 MXA. Remplaçons le 

'''^'' "'■ point M par le point symÉ- 

Irique G. Nous avons alorj 

MXL = LXC. Soit XK le prolongement de la droite XX. L'angle KXL, étant 

égal à l'angle NXB, est le double do l'angle CXL,.doùKXG^ CXL. Les 
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triangles rectangles KXC et CXL ayant l'hypoténuse et «a angle aigu 
égaux chacun à chacun sont égauï, d'où KC i= CL. Nous en concluons 
qTie NXK est une tangente au cercle C, tangent à son tour h la droilo 
donnée BA. 

Ainsi le problème se réduit à ceci: prendre un point C symétrique 
au point M par rapport à la droite BA, décrire un cercle ayant C 
comme centre et CL comme rayon, enfin tracer une tangente à ce 
cercle passant par le point N. 

Le problème comporte deux solutions, attendu que l'on peut mener 
deux tangentes. 

435. Étant doniu^ deux |ioinls M,N et une droite AM. trouver 
sur cette dernière un puiiil X tel que la somme ilos droites MX 
et NX soit minimum. 

Soient M et N deux points situés d'un mÈme côté de la droite Alt. 
Déterminons un point N' symétrique du point N par rapport k la droite 
AB et joignons M à N'. Le point d'intersection X de cette droite avec 
la droite AB est le point cherché, car les triangles NXB et N'XB étant 
égaux, TN'X — N'X et par conséquent MX + NX ^ MX + XN' = MN', 
et, comme MN' est le plus court chemin entre M et N', la ligne brisée 
MXN est le plus court chemin en aJlant de M à N en touchant AB. 

Ce problème a, comme on sait, beaucoup d'applications en 
physique et en mécanique. Il peut s'énoncer également ainsi : " Étant 
donnés une droite AB et deux points M et K situés d'un même côté de 
cette droite, ti-ouver sur AB un point X tel que les angles MXA et NXB 
soient égaux. » 

436, Étant donnés une droite AB et deux cercles O et 0, situés 
d'un même côté de celte droite, trouver sur AB un point X tel 
que les tangentes menées de ce point aux cercles forment as'ec Alî 
deux angles égaux {/?</. 65). 

Il suffit de construire un cercle 0^ symétrique au cercle 0, et de 
mener une tangente commune intérieure aus cercles et Oa. Le point 
d'intersection de cette tangente avec AB est le point cherché. En effet 
l'angle O^XL est égal à l'angle LXO, ; d'autre part, de l'égalité des 
triangles rectangles XOnN, et XO,N, qui ont l'hypoténuse et un côté, (les 
rayons) égaux chacun à chacun, nous avons .^OaXN, itti^^O^XN, d'oiï 
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: N,XL = ^ NXL. Mais ^ N,XL =^ AXM, comme opposés au 
immel,. Donc AXM = BX^' {ileux solutions). 




^'ous voyons que, dans les problèmes 434, 433 cl. 436, on t'empl;ici> 
une ligne brisée par uue droite; on fait toumei- pour ainsi dire lu 
figure autour de l'axe de symétrie, c'est pourquoi celle mélbode peut 
être aussi appelée la méthode de retournemcni. 



437. Construire un triangle, étant donné un do ses côtés, la 
somme des deux autres et mi des angle > adjacents au côté donné. 

Soient AB le côté donné, A l'angle donné et AD la sonimi des 
deux autres cfltés {fig. 66). Joignons ^^ 

B à D, et du milieu E de la di'oite BD ' ^ 

élevons une perpendiculaire sur BD. 
En menant la droite BC, nous obte- 
nons le triangle cberché ABC. lin 
effet 



AC -f Clî = AC + Cl) — AD, 




A et AB sont respectivement 1 angle 

et le câté donnés. Pour que la solution soit possible, il faul AR > Ali. 

438. Trouver sur une circonférence donnée un point X tel que 
la différence de ses distances à deux points donnés M et X situés 
sur la même circonférence soit égale à une longueur donnée a. 
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Supposons le probltme résolu {fig. %1). Soit MX — NX — a. Du point 
i comme centre décriyons un arc de cercle de rayon ML^^ a. Alors 
l,X .-= KX. On voit qu'il suffît de trouver le point L pour que la position 
le X soit diîLerminée. 




L'angle inscrit tSXS qui s'appuie sur la corde connue MN est cent 
d'autre part les angles XLN et XHL sont égaux. Donc 



Décrivons maintenant un arc MLN capable de l'angle ( 90 + — ^ 

Le point d'intersection des arcs S et MLN est le point cherché. 

Le problème a deux solutions, attendu qu'un autre point peut s 
trouver de l'autre côté de la droite MK ; condition de la possibilité, 



439. Construire un triangle ABC dont les côtés a, b et c satis- 
fassent aux conditions suivantes : a -\- c ^ s, /? -\- e ^ s', 
^ BCA = ç. 

Construisons un angle C égal à f. Sur un des côtés de cet angle 
prenons GC ^»' et, sur l'autre câté, CB' = s. Joignons B' à C En nous 
reportant au problème II, 348, nous pouvons facUement construire un 
quadrilatère B BAC' tel que BB ^^ BA r= C'A. Le triangle formé par les 
côtés AC, AB et BC sera le triangle cherctié. En effet 



Cli + BA = Cli -h BW = s, C.\ + AB = CA -; ■ AC — s 



: BCA = =. 
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440. Construire un triangle isocèle, connaissant !ef 
égaux a et la somme s de la 
base et de la hauteur (/?^.68). 

D'un point B comme centre et 
avec a comme rayon décrivons 
un arc de cercle. Traçons BE 
égale as. D'uu pointquelcouque 
F de cette droite élevons une 
perpendiculaire FG égale à la 
moitié de la droite FE. Joignons 
E à G et prolongeons la droite 
EG jusqu'à son intersection avec 
l'arc AC. Traçons ADC perpen- 
diculaire à BF. T.e triangle ABC 
est le triangle cherché. En elîef., '^'S- ^^■ 

ÂD = |- DE et, par conséquent, AC = DE; d'où BU + AC=; Bl> -|- DE = 



-■■"7 
'"•■■ .'■■"" / 

K ■■■ / 


\ 


\/ 


\ 
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/\- 
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Exercices 

441. Étant donnés deux points A. elB, situés départ et d'autre 
d'une droite MN, mener par ces points deux droites concourantes 
avec la droite MN et formant avec elle deux angles égaux, 

442. Étant données une droite MX et deux circonférences 
situées de part et d'autre de cette droite, construire un triangle 
équilatéral dont les sommets soient situés sur les deux circon- 
férences et sur la droite. 

443. 1° Étant donnés une droite AB et deux points M et \ 
situés d'un même côté de cette droite, trouver sur AB un point v< 
tel que NX — MX soît maximum ; 

2° Trouver un autre point X[ répondant à la même condition, 
mais étant donné que M et N se trouvent de part et d'autre de AB ; 

3° Démontrer que de tous les triangles équivalents ayant la 
même base le triangle isocèle a le plus petit périmètre. 

444. Dans un angle donné ABC, inscrire un triangle du 
moindre périmètre dont un des sommets soit en un point donné M 
situé à l'intérieur de l'angle. 



y Google 



yO PROIÏLUMER DE GEOWETRIF. EI.E.MEM TAIRE 

Les iiùLés qui compreiincnt l'angle M doivent former avec les eûlf'S 
AB et BC des angles égaux entre eux (11, 435). 

445. Etant donnés deux points A. et B et une druile CD, trou- 
ver sur cette dernière un point X tel que la différence entre les 
angles AXC et BXD soit donnée (1. g. V). 

446. Trouver le point X (voir 4iS), connaissant la dilîérence 
entre les angles BAX et ABX. 

447. Construire un losange dont une diagonale soit donnée eu 
tant que longueur et position et dont la deuxième diagonale s'ap- 
puie sur deux circonférences données. 

448. Étant données deux droites MN et AB qui se coupent en 
un point C, trouver sur MN un point d'où les segments de 
droite AC et CB soient vus sous des angles égaux (deux cas). 

449. Décrire un cercle tangent en un point déterminé M à 
une droite donnée AB et formant avec un cercle donné un angle 
donné m. 

Remplaçons le cercle par un cercle symétrique passant par le 
point M et dont la tangente au point M forme avec AB l'angle ilonné m. 
Le centre cherché se trouvera à l'intersection de l'axe ài- symétrie et 
d'une certaine di-cite connue. 

450. Etant donnés deux cercles, trouver, sur une tangente 
commune intérieure, un point tel que la somme des angles for- 
més par cette tangente avec les deux tangentes menées du 
même point aux cercles donnés soit donnée (11, 217). 

451. Étant donnés une droite MN et deux points A et B situés 
d'un môme cùté de celte droite, trouver, sur MN, un point X tel 
que l'angle MXA soit égal à l'angle AXB. 

452. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant ses côtés 
et sachant que la diagonale AC est la bissectrice de l'angle A. 

Sur AD égal à l'un des côtés donnés, prenons B', tel que le segment 
AB' soit égal h. un autre côté donné AB. Sur B'D construisons un trianglu 
B'CD, dont le côté B'G soit égal au troisième et le côté CD au ipiatrième 
côté du quadrilatère. Il ne reste plus qu'à trouver le point B symétrique 
du point B' par raiiport à la droite AC. Le quadrilatère .\BCD est le 
quadrilatère cherché ('). 

(I) Voir, en outre, les a" 105, 106, 122, 123 et 138 du cliapitre IV. 
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453. Consti'uire un triangle, connaissant un côté, l'angle adja- 
cent à ce côté et la somme des deux autres côtés. 

454. Construire un parallélogramme de périmètre donné, con- 
naissant une diagonale et ran{i;le que fait cette diagonale avec 
l'un des côtés. 

455. Construire un trapèze ABCD, connaissant BD, ^i: BDC, 
AB -f- AD et BC — CD (II, 437 et 433). 

456. 1° Trouver sur la base d'un triangle donné un point tel 
que la somme ou la différence des distances de ce point aux côlés 
du triangle soit égale à une longueur donnée ; 

2° Trouver la somme des perpendiculaires abaissées d'un point 
pris à l'intérieur d'un triangle équilal^ral sur les côtés de ce 
triangle. 

457. Trouver le lieu géométrique des poinis dont la somme 
(ou la différence) des distances à deux droites données suit donnée. 

En utilisant le problème II, 436, i", on trouve que le lieu cherché se 
compose des quatre cfltés d'un rectangle. Les prolongements des cétés 
du rectangle sont les lieux géométriques des difTérences. 

458. Sur une droite donnée MN, trouver un point tel que la 
somme (ou la différence) des distances de ce point aux côtés d'un 
angle donné ABC soit donné. 

459. Construire un triangle ABC, coimaissaiit A,So oL 2p 
i/lff- l'>9). 




On développe lu hgne brisée ABCA pour former une droite EBCF ; on 
peut alors déterminer l'angle FAE et utiliser le problème 11, 177. 

460. Construire un triangle, connaissant B,Aa et 2p (II, 437). 

461. 1" Etant donnés deux points A et B situés sur une circon- 
férence donnée, trouver sur la même circonférence un point X tel 
que la somme AX -|- BX soit égale à une longueur donnée ; 
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2° Partager un arc donné en deux arcs, de telle façon que la 
somme des deux cordes qui sous-tendent ces arcs soit maximum. 

463. 1° Construire un parallélogramme, connaissant son péri- 
mètre, un angle et «ne diagonale (II, 461) ; 

2° Construire un losange, connaissant son périmètre et lu diffé- 
rence des diagonales (II, 438). 

463. Trouver sur une circonférence doniiée un point tel que la 
somme des distances de ce point à deux droites données soit 
égale à une longueur donnée. 

464. Trouver sur une circonférence donnée un point tel que la 
somme des distances de ce point à deux droites données soit 



465. Inscrire un trapèze dans un cercle donné, connaissant la 
différence des côtés parallèles et la distance entre ces mêmes côtés . 

466. Construire un triangle ABC, connaissant A, BC — AB et 
BD + DC, dans lequel BD est la liauteur issue du sommet de 
l'angle B. 

Supposons le problème résolu. Soit ABC le triangle clierché. Sur lo 
côté GA ou son prolongement, prenons CE ^ CD + DB et joignons E 
à B. Sur le prolongement du côté BA, prenons AF ^ BC — AB. 

Menons par !e point F une parallèle à EC et soit H le point d'intersec- 
tion de celte droite avec le prolongement de BE. Joignons H à C et 
ti'açons EG parallèle à BF. Soit G le point d'intersection de cette droite 
avec HF, Du point E comme centre, avec EG comme rayon, décrivons 
un arc de cercle qui coupe HC en K. Il est facile de démontrer que EK 
est parallèle à BC. 

Faisons maintenant la construction ; traçons, comme nous l'avons 
indiqué, GE = CD-|-DB, AF = BG — BA, FH, EH, HG,EG, EK; menons 
par le point C une droite CB parallèle à KE, par le point B une 
droite BA paralli^le k EG, et nous trouverons le triangle clierché ABC. 

467. Étant donnés un angle ABC et un point D, trouver sur le 
côté AB un point tel que la somme ou la différence des distances 
de ce point au côté BC el au point D soit donnée (II, 346). 

468. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle B, le 
côté BC et la différence entre le côté AC et la perpendiculaire AD 

e du sommet A sur le côté opposé. 
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Soient BAC le triangle clieixhé et AD la hauteui- relative au côté BC. 
Prolongeons AD et prenons DE égal à la différence donnée. Menons par 
13 une parallèle à BG qui rencontre le prolongement de AB en F. Joi- 
gnons F à G. D'un point qiielconqiie G de la droite AB, abaissons 
une perpendiculaire GH sur la droite EF et, du point G comme centre, 
.ivec GH comme rayon, décrivons un arc de cercle qui rencontre FC 
on K. La droite GK est parallèle au côté AG, 

Pour faire la construction, on trace une droite égale au côté donné BC; 
aune dis tan ce égaleà ladifférence (AG— AD), on mène une parallèle à BG. 
Au point B, on construit l'angle donné ABC et on prolonge AB jusqii'à 
sa rencontre en F avec la parallèle à BC. On mène, comme nous l'avons 
indiqué, GH et GK. 11 ne reste plus qu'à mener par le point G une 
droite CA parallèle à KG. 



469. Inscrire dans un i:crde donné un reclangle, connaissant 
la différence entre la base et la jî™= partie de la hauteur (il, 374). 

470. Construire un triangle, connaissant J, C — A, et e — a. 

Soit ABC le triangle cherché. Sur le côté AB prenons AE =: AB — BG. 
Joignons E à G. II est facile de démontrer que l'angle ACE est égal 
à la moitié de l'angle ABI), qai représente la différence entre les angles 
G et A. 

La construction est facile. 



471. Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés de telle 
façon que les droites (|ui joignent le centre du cercle cherché attx 
centres des cercles donnés forment un angle donné (II, 438), 

473. Construire un triangle ABC, connaissant A, 6 et n(ï±c^-ï, 
où n est un nombre cjuelconque. 

Prenons ABB, ^ .s et déterminons le point B (1. g. XII). 

473. Construire un triangle isocèle, connaissant la base a et la 
somme des côtés égaux et de la hauteur Aa. 

474. Construire un triangle, connaissant ô, ft^ et « ± c (II, 93). 

475. Construire un triangle, connaissant lia '. ^ '■ [n -\- c) at ^■ 

476. Inscrire dans un triangle donné un rectangle de périmètre 
donné. 
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477. Dans un triaogle donné, inscrire un paralléllo gramme 
dont on connaît le périmètre et un angle. 

478. Inscrire dans un secteur donné un rectangle tel que la 
différence entre la base et la hauteur soit égale à une longueur 
donnée, et qu'un de ses côtés soit situé sur l'un des rayons dn 
secteur (II, 477 ou 399). 

479. Construire un triangle, connaissant un côté, la somme 
d'un deuxième côté et de la médiane relative à celui-ci, et l'angle 
formé par ce côté et cette médiane (II, 440} ('). 

480. Construire im triangle, connaissant A, nit, et b -\- c. 

481. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle, con- 
naissant la somme de sa base et de sa hauteur. 

483. Inscrire dans un cerch; donné un rectangle, connaissant 
la différence entre le périmètre et un des côtés. 

483. Constniire un triangle, connaissant A, b -{- c til a -]-c. 

484. Inscrire dans un segment donné un rectangle de périmètre 
donné. 

485. Construire un triangle isocèle, connaissant la base et le 
périmètre. 

486. Inscrire dans un segment donné un rectangle, connaissant 
la différence entre le périmètre et un des côtés. 

487. Construire un triangle isocèle ABC (les côtés égaux sont 
AB et BC) tel que tous les rectangles inscrits et ayant deux 
sommets sur le côté AC aient le même périmètre. 



La construction d'une figure est souvent difficile à faire à 
cause de l'éloigné nient des différents éléments de celte figure. 
Dans ce cas, on déplace un des éléments, soit parallèlement à lui- 
même, soit autrement, mais de façon à ce que la nouvelle fîgui;e 
puisse être construite directement, ou au moins plus facilement 

(I) Au lieu lîe la médiane, ou prut (li)nuer imc droite qui partage le cûté 
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ndée. Le mode de déplauemeni. 



que la figure primitivement deman 

dépend des conditions du problème et doil Être choisi de telle 

manière c[ue la nouvelle figure contienne un plus grand noralire de 

données. 

La figure auxiliaire une fois construite, on fait le dOplacemen l 
en sens inverse, et l'on obtient la figure demandée. 



488. Etant donnés trois points A, B et C, mener parle point A 
et entre les points B et C une droite telle que la somme des dis- 
lances des points B et C à cette droite soit égale à une longueur 
donnée s [fia. 70), 




Supposons lo |)i'obU'mc résolu. Soit AF 
avons alors CE + 1>B = s. Dé- 
plaçons le segment UB paral- 
lèlement à lui-même en EG. 
La droite CEG est égale à !a 
somme CE + 1)B = N, et le 
point G se trouve sur la cir- 
conférence décrite du point 
C comme centre, avec CG 
comme rayon. D'autre part, 
l'angle CGB étant droit, le 
point G se trouve sur une 
circonférence décrite sur CB comnifi diamètre 

La construction est très facile : du point C comme centre et avec Ci; 
== s comme rayon, on décrit une circonférence. Du milieu de la droite 
CB comme centre, avec la moitié de CB comme rayon, on décrit une 
autre circonférence. On joint le point d'intersection G des deux circon- 
férences au point C, et on abaisse une perpendiculaire AE sur GG. 

Il va sans dire que la solution reste la même, si on fait permuter les 
points B et G. Pour que la solution soit possible, il faut que BC soit 
plus grande que s ou égale à s, sans quoi les deux circonférences ne se 
coupent pas, et le point G n'existe pas. 

De même le point A doit se trouver ou entre les parallèles BG et CJ, 
ou sur l'une de ces paraûèles. Dans ce dernier cas, la droite cherchée 
coïncidera avec l'une d'elles. 
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489, Construire un quadrilatère, connaissant ses angles et 
deux côtés opposés {fig. 71). 

Supposons le problème résolu. Soit ABCD le quadrilatère clierché; 
soient BC et AI) les deux côtés connus. Transportons le câté BC parallè- 
lement à lui-même en AE, et nous ob- 
K y\ tiendrons ainsi un triangle AED facile 

\ y-'^ 'A à construire, parce qu'on en connaît 

\ ,-^ \ \ les côtés AD et AE et l'angle 

"f i \^,.-G EAD — BAD — FBG 

'[ ).::f \ compris entre ces côtés (I, 1!)). 

\ .,-■■ ■■■■., \ Pour faire la construction, il faut 

l y-'' '''■■.\ donctûutd'abord construire le triangle 

' . --'' -. ^jj AED, puis tracer le côté AB, ensuite 

pj -j I une droite EC qui Ini soit parallèle, et 

du point D tracer le côté DC. La ren- 
contre de EC et de DC nous donne le point C, après quoi il ne reste 
plus qu'à mener CB parallèle à EA. 

Si les côtés donnés sont inégaux, le problème n'est possible que 
lorsque la somme des angles A et I) n'est pas égale à deux droits. Dans 
le cas contraire, le triangle ECD ne peut pas être construit, et le pro- 
blème devient indéterminé. 

490. ÉtautdonnéesdeuxcirconférencesOetO, et unedroiteAB, 
tracer une parallèle à AB sur laquelle les deux circonférences 
interceptent deux cordes dont k somme soit égale à une lon- 
gueur donnée s {fig. 72). 

Soit CF, parallèle à AB, la sécante demandée et CD + EF =: s. 
Transportons le cercle 0) en 0^ de façon que GJ soit égal à s. Abais- 
sons les perpendiculaires OG et OjL sur GF, et nous remarquerons que 

GD = i CD, DL=|dJ et, par conséquent, GD + DL=- (CD +DJ)=^ s. 

Pour faire la construction, il faut mener OG perpendiculaire à AB et 
OjM perpendiculaire à OG ; du pied M de cette perpendiculaire 

prendre MOa = ^ s, du point Oj comme centre, avec le rayon du 

cercle 0( décrire un cercle et, par le point d'intersection D des cercles 
et Oj, mener une droite CF, qui sera la sécante demandée. 
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Le prohlème comporte deux solutions, lorsque les cercles et 0^ se 
coupent; il a une solution lorsqu'ils sont tangents. Enfin le problème 
n'a pas de solution si les deux cercles ne se coupent pas. En dési- 




gnant par R, R' et a, successivement, les rayons des cercles ( 
et !a droite OM, nous pouvons dire que le problème peut être 



et 0, 



rsque li -^ IV 5. sj a^ -\- (|J. 



Déplacement des c 



11 triangle [fia. 73) 



491. Prenons un triangle quelconque ABC, menons BD paral- 
lèle et égale à CA, prolongeons BA et prenons sur le prolonge- 
ment AE ^= AB. Les points C, D et E déterminent un nouveau 
triangle qui jouit des propriétés 
suivantes : "^^^v™.:^ 7\ 

i" Les côtés du triangle EDC \ ""^^ ~""---..,.^ / ^n, 

sont deux fois plus grands que \ x / """"■--^\ 

les médianes du triangle ABC ; \ A^/~ — - — — ^C 

2° Vaire du triangle EDC est \ / __..-■■''' 

trois fois celle du triangle ABC ; \ / _,...-"" 

3" deux des hauteurs de chacun j^''"" 

des triangles ADE, AEC et ADC Fig. 73. 

qui composent le triangle EDC, 

sont égales à/ieux hauteurs du triangle ABC; Wles angles au point ?i. 
sont égaux aux angles intérieurs ou extérieurs du triangle ABC, ; 
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5° les angles formés par les médianes du triangle ABC sont égaux 
aux angles du triangle EDC; 6" AD, AC el EO sont les médianes 
du triangle ET>C (I, M). 

Ces propriétés peuvent être utilisées lorsque, ayant à construire 
un triangle ABC, nous pouvons plus facilement tracer soit le 
triangle EDC, soit l'un des trois triangles qui le composent. Si 
nous connaissons en outre la position d'un des sommets du 
triangle ABC, nous pouvons retransporter les sommets E, D et C 
et obtenir le triangle cherché ABC. 

Déplacement des côtés d'un quadrilatère (fuj. 74} 

493. Prenons un quadrilatère quelconque ABCD et transpor- 
tons parallèlement à eux-mêmes AB en CB, et AD en CD,. Nous 
obtiendrons ainsi quatre pointsB.BjiD, D,, qui formeiittm paral- 
lélogramme jouissant des propriétés suivantes : 

1° Les angles au point C sont égaux aux angles du quadrilatère 
primitif; ^"les côtés et tm des angles 
/î'-,,^ au parallélogramme BB|D,D sont 

^_ égaux aux diagonales du quadrUa- 

l^Tt l'^''^ ABCD et à l'un des angles far- 
"' / mes par ces diagonales; Z'ia surface 

/ du parallélogram,me est deux fois 

plus grande que celle du quadrilatère 
ABCD ; 4° les diagonales du paral- 
lélogramme sont deux fois plus 
grandes que les droites Joignant les 
l--|D. 11. milieux des côtés opposés du qua- 

drilatère ABCD ; b" les droites qui 
joignent le point C aux sommets du parallélogramme sont égales 
aux côtés dit quadrilatère ABCD; 6° pour certains quadrilatères 
[lesquels?], la ligne brisée BCD, se transforme en une droite. 

Un grand nombre de problèmes peuvent être résolus par la 
construction d'un parallélogramme auxiliaire; après quoi, connais- 
sant le point C, on détermine le quadrilatère demandé. 
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Exercices sur la translation 

493. Etant donnés trois points A, B et C, mener par A «ne 
droite telle que la diflférence des dislances des points lî et C à 
cette droite soit donnée : i- lorsque les points B et C doivent être 
situés d'un même côté de la droite cherchée ; 2" lorsque la droite 
doit passer entre les points B et G. 

494. Mener une droite de longn^eur et de direction déterminées 
telle qu'une de ses extrémités soit sur une circonférence et l'autre 
sur une droite données. 

495. Mener dans un cercle donné un diamètre tel que la pro- 
jection d'tine corde donnée sur ce diamètre soit égale à une lon- 
gueur donnée. 

496. Étant donnés deux points A et B situés sur une circonfé- 
rence, mener par ces points deux cordes dont la différence soit 
donnée, 

497. Étant données trois parallèles AB, CD et EF et un point M, 
mener par ce point une sécante telle que la différence des seg- 
ments compris entre les parallèles soit donnée (II, 3). 

498. Étant données trois droites non parallèles et uu point M, 
mener par ce dernier une sécante telle que la dififérence des seg- 
ments déterminés sur elle par les droites soit donnée (II, 167), 

499. Étant donnés deux parallèles AB et CD, une sécante EF 
et unpoint M, menerune nouvelle sécante MXYZ {X, Y et Z sont 
les points d'intersection de cette sécante avec les droites P.F, AB 

MX 



Trausportons AB parallèlement à elle-même et de telle far.on qu'elle 
passe par le point X ; du point M abaissons une perpendiculaire sur 
cette droite. 

500. Construire un quadrilatère, connaissant trois côtés et deux 
angles adjacents au quatrième côté. 

501. Construire un trapèze, connaissant ses quatre côtés 
(1, i-n. 
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503. Mener une droite de longueur et de direction déterminées 
de façon que ses extrémités soient sur deux circonférences données. 

503. Construire un quadrilatère, connaissant ses quatre côtés 
et l'angle formé par deux côtés opposés (c'est la généralisation 
du problème 501); 2° construire un quadrilatère, connaissant ses 
diagonales, deux côtés opposés et l'angle formé par ces côtés. 

504. D'un navire on voit, sous un certain angle, deux phares 
dont la position est connue ; le navire s' étant déplacé d'une lon- 
gueur connue dans une certaine direction, on voit les phares sous 
un autre angle. Déterminer l'emplacement primitif du navire 
(l.g.V; 11,502). 

505. Construire un trapèze ABCD, connaissant CD, un angle 
compris entre les diagonales, la distance entre les côtés parallèles 
et la droite qui joint les milieux des côtés non parallèles. 

506. Étant donnés un point A et deux couples de parallèles, 
mener par A une sécante telle que des segments compris entre 
les parallèles soient égaux entre eux ou dans un rapport donné. 

507. Étant donnés cinq points, mener par le premier une droite 
telle que la somme des distances des points 2 et 3 à la ligne en 
question excède d'une longueur donnée la somme des distances 
des points 4 et S à la même droite (tous les 4 points doivent être 
d'un même côté de la droite cherchée) . 

508. Étant donnés deux points A et B et deux parallèles MN 
et PQ passant entre ces points, mener dans une direction déter- 
minée une sécante qui coupe les parallèles aux points C et D tels 
que la somme AC + CD -|- DE soit minimum. 

509. Étant données une circonférence et deux cordes AB 
et CD, trouver sur la circonférence un point X tel que les droites 
AX et BX déterminent sur la corde CD un segment de longueur 
donnée. 

510. Étant donnés un point A et deux circonférences et O,, 
mener par A une sécante sur laquelle les circonférences inter- 
ceptent deux cordes égales. 

511. Étant donnés deux parallèles et deux points A et B, 
mener par A une sécante AXY telle que l'angle XBY soit de 
grandeur donnée. 

512. Étant donnés deux angles BAC et DEF, mener une 
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droite de direction déterminée de façon à ce que les segments com- 
pris entre les côtés des angles soient dans un rapport donné. 

513. Étant donnés deux angles, mener une sécante de direc- 
tion déterminée de telle façon que la somme (ou la différence) des 
segments compris entre les côtés des angles soit donnée. 

514. Enlre les côtés d'un triangle donné ABC, mener une droite 

de longueur donnée DE, telle que le rapport ttp; soit donné. 

515. Construire un trapèze ABCD, connaissant les diagonales 
et les côtés non parallèles (II, 516). 

516. Étant donnés quatre cercles concentriques, mener une 
sécante de façon que le segment compris entre la première et la 
deuxième circonférence soit égal au segment compris entre la 
troisième et la quatrième. 

517. Étant données deux cordes CD et AB d'un cercle et un 
point E sur CD, trouver sur la circonférence un point X tel 
que les droites AX et BX ou leurs prolongements déterminent 
sur CD ou ses prolongements deux segments EY etKZ qui soient 
dans un rapport donné. 

518. Construire un triangle ABC, connaissant l'angle B elles 
médianes AE et CD. 

519. Étantdonnés deux points A et B et deux cercles O et 0,, 
mener deux rayons parallèles OX et 0,Y tels que les angles 
XAO et YBO, soient égaux entre eux (/îi/. 80). 

520. Dans les cercles et O^ mener deux rayons parallèles 
OX et 0,Y tels qu'ils soient vus d'un point donné A sous des angles 
égaux. 

Exercices sur le transport des côtés d'un triangle (II, 491) 

Construire un triangle, connaissant : 

531. m^, mil et ^^ (wî„, m;,). 

523. m„, mi, m„ (triangle DEC, EA =2A0). 

523. h^, K, m* (II, 189). 

534. nih, trie, ha [dans le triangle DEC sont connus les côtés ED 
et DC ; on détermine ensuite la direction de la droite BC (II, 76) 
et la droite ADl. 



y Google 



102 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

525. /(„, ht,, m.: (triangle DAC, II, 189). 
586. wia, m„, ^(mj6, a). 

537. fta. Ai, JMo (triangle EBC ; sont connus EC el la dislanco 
du point E aux droites CB et AC; voir aussi II, -i02). 

528. A, nia, ha (ti-iangle EAC ; 1. g. V ; I, 01). 

529. ma, ha, j (11, 401). 

530. a, ha et ^(»ifc,c). 

531. A, ha et Wfi (déterminer l'angle DEA du triaiigli^ EDA ; 
appliquer ensuite les lieux géométriques III et V). 

538. ha, hi, et j^ (&, ma). — Déterminer E dans Tangle connu, 
EGA et ensuite le triangle EAC (II, 76). 

533. ^ [m^, mt), ^ [m^, m^] et A (ADEC, méthode de symé- 
trie). 

534. A, a : b : m^ (méthode de symétrie). 

535. B, ma et m^ (AEDO, méthode de symétrie, 1. g. XII). 

536. Mi„, m„ i (11, 261, iEDC). 

Exercices sur les déplacements des côtés d'un quadrilatère 

537. Cuiislruire un quadrilatère, connaissant ses diagonales, 
l'angle formé par les diagonales et deux côtés quelconques. 

538. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, l'angle 
formé par les diagonales, le rapport des droites joignant les 
milieux des côtés opposés et deux angles quelconques. 

([|, 180 et a49; pour déterminer le point C se servir du lieu îjénmê- 
trique V.) 

539. Construire un (|uadriIati!ro, connaissant ses côtés et la 
la longueur de la droite qui joint les milieux do deux côtés 
opposés. 

Construisons d'ahord un triangle D,CB {^g. 74), partageons D,l! eu 
deux parties égales, appliquons IV, 36, et déplaçons. 

540. Construire un quadrilatère, connaissant les diagonales, 
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une droite qui joint les milieux de deux côtés opposés et deux 
ang'les opposés. 

541. Construire un trapèze, connaissant ses diagonales, l'angle 
formé par les diagonales et un côté. 

542. Construire un quadrilatère inscriptible, connaissant les 
droites joignant les milieux des côtés opposés, l'angle formé par 
les diagonales et un autre angle compris entre une diagonale et 



Les angles BCA et BDA étant égaux, l'angle BCD, ifiej. 74) est connu. 

543. Construire un quadrilatère, connaissant ses diagonales, 
un angle, une droite joignant les milieux de deux côtés opposés et 
la somme (ou la différence) des carrés de deux de ses côtés (pour 
trouver C se servir des lieux géométriques V, X et XI). 

544. Construire un trapèze, connaissant les diagonales et les 
côtés parallèles. 

545. Construire un quadrilatère, connaissant deux côtés oppo- 
sés, l'angle compris entre eux, le rapport des diagonales et l'angle 
compris entre elles (triangle D,CB; lieux géométriques Xll et V). 

546. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, le 
rapport entre deux côtés consécutifs et l'angle compris entre ces 
côtés, le rapport des diagonales et l'angle compris entre une dia- 
gonale et un côté quelconque. 

Les angles des triangles D,CB et Blî,t), sont connus (lieux géomé- 
triques XII et V) ; il suffit donc de multiplier la figure DBB,D, et de la 
transporter. Les problèmes de ce genre peuvent être variés à l'infini. 

547. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, les 
droites joignant les milieux des côtés opposés et deux angles 
opposés {II, 261). 

548. Construire un trapèze, connaissant ses diagonales, l'angle 
compris entre elles et la différence de deux côtés consécutifs. 

549. Construire un quadrilatère, connaissant AB, BC et AD, 
l'angle formé par les côtés AB et CD et une droite KF qui coupe 
les côtés AB et CD dans un rapport donné. 
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ïransportoits BC et AD parallèlement à eux-mêmes en EC) et ED, ; 
CjDj rencontre CD en F; on pourra donc construire le triangle EC|D| 
[lieu géométrique XII, méthode de symétrie); on trouve ensuite les 
pointsGetD(lieu!(géométriques Vel I}.Au lieu du côtéAB, on pourrait 



donner le rapport 



Cl) 



550. Construire un quadrilatère, connaissant sa surface, te 
rapport des droites joignant les milieux des côtés opposés et 
l'angle compris entre ces droites, le rapport de deux côtés opposés 
et l'angle compris entre ces côtés. 

551. Étant donnés une droite et un point E situé sur cette 
droite, construire un parallélogramme ABCD tel que les côtés 
soient de longueurs données, que la diagonale AC coïncide avec la 
droite donnée et que les sommets B et D soient à des distances 
données du point E. 

Transportons BE en AE, ; E,D est alors parallèle à EC, et le problcinG 
est réduit à la construction de la figure E)AI':i> (II, gi5). 

MÉTHODE DE ROTATION AUTOUU b'vs AXE 



Quelquefois la métliode de translation ne permet pas de faire 
coïncider deux angles égaux ou deux lignes égales. 

On peut alors avoir recours à la méthode de rotation autour 
d'un axe. 

Exemples : 

552. Construire un triangle, connaissant b, it et B — (^ 

Supposons le problème résolu 
et soit BAC le triangle cherché. 
Faisons tourner ce triangle au- 
toui' d'uH axe perpendiculaire h. 
BCenson milieu et amenons-le en 
BA|C. Dans le triangle ABA, nous 
connaissons l'angle ABAj^rB— G 
et les cûléj Ait = c et A'B ^ 6 ; il est donc facile à construire. Le triangle 
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BAA| étant construit, des points A et A, comme centres, avec AC = & 
et A)C := c comme rayons, nous décrivons deux arcs de cercle, dont les 
intersections en B et en C déterminent les sommets du triangle cherché. 
Le problème a toujours une solution. 

553. Constniire un triangle, connaissant a, ^^ et B — C 
{/îç. 76). 

Amenons le triangle BAC en BA,C ; faisons tourner le triangle ACA, 
autour de l'axe AA, et amenons-le en AA,K. On voit que KG =; 2ha et 
que KGB =^ 90° ; le triangle rectangle KGB est donc facile à construire. 
Il suffit ensuite de construire sur l'hypoténuse BK un segment capable 
de l'angle BAK égal à 180' — (B — C) et d'élever une perpendiculaire 
à GK en son milieu. Le point d'intersection A de l'arc du segment et 
de la perpendiculaire est le troisième sommet du triangle cherché. 

Le problème a toujours une solution. 



554. Construire un triangle, connaissant a, B — C et à'' — c'. 

555. Étant donnés un triangle ABC et un point D situé sur BC, 
ÎQscrire dans ce triangle une demi-circonférenee de telle façon 
qu'elle soit tangente à BC en D et que les extrémités E, F du 
diamètre soient situées sur les côtés AB et AC (II, 386). 

556. Construire un triangle, connaissant a -|- c, A — C et la 
différence des segments déterminés sur le côté AC par Ui hauteur 
relative à ce côté (II, 461) ('). 

557. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant AC, bis- 
sectrice de l'angle A, AD — AB, DC et BC. 

558. Construire un triangle ABC, connaissant Se, B — C eth^ 

(fg. 16). 

La surface du triangle est connue. On peut donc déterminer sa 
base (II, 288 et 261). 

559. Construire un triangle ABC, connaissant 7*^, R et B — C 
(I, 68). 

(1) Au lieu de n + (î on peut iJonnev d — c, -i n^ i c-, etc. 
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560. Étant donnés un point A, une longueur MN et un point E 
situé sur cette dernière, mener deux droites AB et AC (les points 
B et C doivent se trouver sur MN), de telle façon -(jue l'angle BAC 
soit de grandeur <!onnée et que le milieu de BC se trouve en E 
(II, 353). 

561. Construire un tiidugle connaissant V, m^ et ô ± c. 

562. Construire un triangle, connaissant ac, tn-b et A — C. 

563. Construire un triangle, connaissant A, ka et ma {fîg. 76). 
554. Construire un triangle, connaissant m;,, A — C et la dif- 
férence des segments detei mines siu la base par la hauteur BD. 

565. Construire un tiiangle, connaissant la hauteur BD, 
A~CetAD -DC. 

566. Construire un triangle, connaissant une médiane BE, un 

angle BEC et n dr <^ (ou l'une des données suivantes : ac, -, 

567. Elaiit données deux circonférences et 0,, mener par 
et 0, une troisième circonférence qui coupe les deux premières 
en deuxpoints Aet B situés d'un même côté (ou de part et d'autre) 
de la ligne des centres 00, et tels que la différence des angles 
AOO, et B0,0 soit donnée. 

568. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant AB, AD, 
D — B et .^BCA, de façon à ce que la diagonale AC soit la bis- 
sectrice de l'angle A. 

Faisons tourner te triangle AIJC autour de AC; I) tombe sur AB et 
l'on trouve C (I. g. V). 

569. Construire un triangle ABC, connaissant è, A/, et 
B -f A — C. 

Transportons BC en BC, en le faisant tourner autour de hb ; cons- 
truisons C,BC. Au lieu de h/,, on peut donner la surface, r. H, etc. 



Supposons une portion de droite AB et un point [fg. 77); 
nultiplions AB par n par rapport au point 0. Soit A, B, la portion 
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Oc droite qui en résulte ( "TTy ^ nj- Transporlons le tL-iangle 

A,OB, on A,OBa, de façon à ce ^ 

que l'angle A,OAj soit égal à un 

angle donné ç. On dit alors que 

AjBg est la portion de droite AB 

multipliée par n par rapport au 

point O et déplacée par rotation 

autour du point O, qui est appelé 

le centre de rotation. Un point l"ig. il. 

quelconque C de la droite AB se 

transporte en C^; ces deux points portent le nom de jJomis e 




Si l'on sait que AB s'est déplacée par multiplication el rotation 
en AjBj, on peut trouver le centre de la rotation. En effet les 
angles ÂOAj et BOBj étant égaux à un angle iç, il suffit de cons- 
truire sur les droites AAj et BB^ deux segments capables de 
l'angle if, et leur intersection donnera le point 0. 

Celte considération permet de résoudre les problèmes sur la 
rotation lorsque le centre de la rotation n'est pas donné. 

Les problèmes de ce genre peuvent être réunis en trois groupes. 

Premier groupe. — La rotation autour d'un point revêt le 
même caractère que la translation, c'est-à-dire qu'elle permet de 
rapprocher les éléments de la figure de façon à faciliter la cons- 
truction, introduit dans le dessin un ou plusieurs éléments nou- 
veaux, fait coïncider des angles ou des lignes et, en général, fait 
remplacer un problème par un autre plus facile à résoudre. 
Dans les problèmes de ce groupe, le centre de rotation est donné 
directement. — Exemples : 

570. Étant donnés deux cercles et 0, qui se coupent, mener 
par l'un des points d'intersection A une sécante BAC telle que la 
différence BA — AC soit égale à une longueur donnée a. 

Pour introduire dans le dessin {fifj. 78) la différence BC — AC, faisons 
tourner le cercle 0^ autour du point A et amenons-le à la position 0^ ; 
la corde AC prendra alors la direction de la corde AB et le point C 
tombera en J. Menons OD perpendiculaire h. AB et O^F perpendiculaire 
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AB - AJ 



alors DF = - 
s ce cas, O2G = 



— -■ Soit OjG 
el, connaissant l'iiypoté- 



nuse (OOji) et un côté (O^G), nous pouvons construire le triangle OGOj 
et déterminer ainsi la direction de la droite OD ou de la droite O^G. 




Pour faire la construction prolongeons 0,A, prenons si 
gement AO^ = AO^ ; sur 00^ comme diamètre, décrivons 

- comme rayon, décrivons i 



■ le pi-olon- 
n cercle, et 



du point Oa comme centre, î 
cercle, qui rencontre le précédent en G et H. La sécante à déterminer 
est BAC, perpendiculaire h OG, En effet les triangles rectangles AFOg 
et AEOi étant égaux, AF = AE ; d'autre part, les cordes AJ et AC, 
situées dans deux cercles égaux et se trouvant à égale distance des 
centres, sont égales entre elles; d'où AB — AC ^= AB — AJ =; 



.AB 



„ AJ ^ 



= 2 (AD — AF) = 2DF — 20jG = 2 - = «. 
Le problème ne comporte de solution que lorsque O^G .< 00^, d'où 



a -^ 2OO1. Si 5 = OO2, les cordes cherchées 



.nt parallèles à OO^. 



Le problème, dans ce cas, a une seule solution, si toutefois l'angle 0020j 
est plus grand qu'un droit. Si OO^O) ^ 90°, la corde AC devient nulle, 
et, pour que le problème ait une solution, il fout, en outre, la condition 
suivante : OOg^ := Rî — j-s, où R et r sont les rayons des cercles et 0, . 
Enfin, si OO^O, < 90°, la différence des cordes est remplacée par leuf 
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571. Étant donnés deux cercles et 0, el. un point A, mener 
par le point A des sécantes 
ABC et ADE telles que le -^ 

rapport ^ et l'angle BAD 

soient donnés. 

Multiplions le cercle 0, par 
le l'apport jr= et faisons tour- 
ner AO) de façon que les angles 
OjAOi et BAI. soient égaux 
entre eux [fig. 79). La corde 
LE se transforme alors en HG, 
qui coïncide en tant que di- 
rection avec la corde BG. 



HG 



BC 



M-'^DË^rJ^BË"'''^ 
dun" StO. 




1— CH, et le probli 



573. Étant donnés deux points D et B et deux cercles et 0,, 
mener des rayonsO|Yet O/telsqueTangle formé par eux soit égal 




à un angle donné a et que les angles ZDO el YBO, sous lesquels 
ils sont vus des points D et B soient égaux entre eux [fiff. 80). 
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Faisons tourner l'angle DZO autour du point de l'angle ç, afin qu'il 
ie place en AXO; on voit que OX devient parallèle à 0|Y, Le problème 
se réduit à celui du n" 519. 



573. Construire un quadrilatère inscriptible 
quatre côtés. 

Soit ABCD la figure cherchée. 

Multiplions le triangle ABC par le rapport—- et fuisons-le tourner 

autour du point Ade telle façon que le côté AB, multiplié Pîi-i"nï devenu 
par conséquent égal à AD, coïncide avec cette droite. Le quadrilatère 
Étant inscriptible, les aagles ABC et CDA sont supplémentaires, et, pur 

conséquent, le côté BC, multiplié par -t^j est le pi-olongement de Cl». 

Admettons que le côté BC multiplié par -= tombe en DC,. Joignant 

les points A et C,, nous obtenons un triaûgle ACG) facile à construire 
(lieux géométriques XII et I) ; ce triangle étant construit, nous réduisons 
le problème à celui du n° 93, chapitre II). 

574. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant ses cotés 
et la somme (ou la différence) de deux angles opposés. 

575. Inscrire dans un cercle donné un quadrilatère ABCD 
lorsqu'on connaît AB, CD, el BC + AD. 

Déplaçons les segments de cercle BC et CD (11, 461). Au lieu de la 
somme de deux côtés, on peut donner la différence, le rapport, la 
somme ou la différence des carrés, ou le produit de ces côtés [II, 438 
et 336 ; lieux géométriques X, Xli; 11, 288). 

576. Construire un quadrilatère circonscriptible, connaissant 
AB, AD, B et D. 

Faisons tourner le triangle At)C de telle façon qu'il vienne en ADjC;, 
que ADj coïncide avec AB et que D,C) soit tangente au cercle (11, 16i). 
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Multiplions le triangle AGD par le rapport donné, faisons-le tourner 
autour du point G de façon à ce (ju'il Tienne en ACD, Le point A vient 
en A,, et nous obtenons un triangle AA,B facile à consti'uîre. Le point C 
peut être trouvé en appliquant le lieu géométrique XII. 

578. Étant donnés une droite, nn point A situé sur cette droite 
el un cercle 0, mener par le centre de ce cercle une droite qui 
rencontre la droite et la circonférence du cercle respectivement en 

B et en C, tels que le rapport ^. soit donné. 

Multiplions la portion de droite BCO de telle façon que BC devienne 
égale àAB, et faisons coïncider ces deux droites; le centre tombe 
quelque part en 0< sur la droite donnée et 0)A se trouve déterminée. 
Nous remarquons que AC est parallèle à OOi, 

579. Par le sommet B d'un triangle donné ABC, mener une 
droite telle que les perpendiculaires AD et CE abaissées sur elle 
des deux autres sommets forment les triangles ABD et CBE, dont 
les surfaces soient dans un rapport donné. 

Multiplions le triangle ABD par le rapport j^ "^t transportons-le en 

BE,C de telle façon que A coïncide avec C et BG se place entre E et E,; 
l'angle EBE, est alors égal à B ; quant aux points B, E, E, et C, ils sont 
situés sur une certaine circonférence, et le problème se réduit à celui 
du n" 340, chapitre II. 

580. Couper deux cercles donnés par une sécante de direction 
déterminée de façon que la diiférenoe des cordes interceptées par 
les deux cercles soit donnée (II, 370). 

581. Par le point d'intersection A de deux cercles donnés, 
mener uae sécante telle que la différence des cordes multipliées 
respectivement par m et par n soit donnée. 

Multiplier l'un des cercles par le rapport - et relativemftnt au point 
d'intersection ; appliquer la solution du problème n" 570, chapitre II. 

582. Trouver un point tel que les tangentes menées de ce 
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point à deux cercles donnés forment un angle donné et que l'une 
des tangentes soil de longueur donnée. 

Mener une tangente de longueur donnée k l'un des cercles; faire 
tourner le second cercle de façon à ce que la tangente menée à ce cercle 
de l'extrémité de la première tangente forme avec elle un angle donné. 
— Pour la construction inverse se servir du lieu géométrique Vil. 

583. Étant donnés un cercle et deux points B et C, mener un 
rayon OX de façon que la différence des angles XCO et XBO soit 
donnée (II, 584). 

584. Étant donnés deux circonférences concentriques et un 
point B, trouver sur ces circonférences deux points X et Ytels que 
la ligne YX et l'angle YBX soient donnés. 

585. Étant donnés deux cercles et O, et deux points D et B, 
mener deux rayons OZ et 0,Y de telle façon que l'angle compris 
entre eux et la différence des angles ODZ et 0,BY soient donnés. 

"Voir II, 583 et/î^r. 80. 

586. Étant donnés un cercle et deux points A et B, mener une 
tangente au cercle de telle façon que la distance du point A à la 
tangente et du point B àla perpendiculaire abaissée du point A sur 
la tangente soit dans un rapport donné. 

Multiplions le cercle et faisons-le tourner de 90" autour du point A. 
L« tangente cherchée passe par le point li. 

587. Étant donnés deux cercles concentriques, mener un rayon 
OXY de façon à ce que le segment XY soit vu d'un point donné A 
sous un angle donné. 

588. Construire un quadrilatère ABCD, connaissant j-rri 
B — D, AC, BC et BAC — DAC. 

Faisons tourner le triangle ADC de telle façon qu'il vienne enACD, 

multiplions-le par le rapport ■rrr et faisons-le tourner de l'angle BAC 

autour du point A. Le point D tombera alors en B, le point G en C) . 
■ Nous pouvons construire le triangle ACC, et ensuite C,BC. C'est un cas 
a ssez rare où l'on utilise simultanément la rotation autour d'un axe et 
celle autour d'un point. 
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Deuxième grotipe. — IJans les problèmes de ce groupe, on a le 
centre de la rotation, un angle et un rapport, et on doit trouver 
deux points correspondants situés sur deux droites, deux cir- 
conférences oti une droite et une circonférence données. 

589. Inscrire dans un parallélogramme donné ABGD un 
triangle EBF, semblable au triangle donné MNP {/ig. 81). 

Soit EBF le triangle cherché, Faisons tourner la ligne BE autour du 

point B jusqu'à ce qu'elle coïncide avec BF ; le point E tombera en E). 

NP 
Si nous multiplions BE, par le rapport :^! le point E, tombera en F. 




r faire la construction, 



par le point B «ne droite quel- 



autre droite BG, qui fasse avec BG l'angle MNP. Soit 
AgGa qui fasse avec BG^ un 



NP 
BG— ■ Par le point G: 



fingle BGgAj égal à l'angle BGA et prolongeons cette droite jusqu'à son 
intersection avec DG en F. Il ne reste plus qu'à tracer BE formant 
avec BF l'angle MNP. En effet les triangles GBE et G,BE| ayant un côté 
égal{BG.— BG,) compris entre, deux angles égaux chacun à chacun, 



sont égaux ; donc BE, = BE ; mais rët = wm ' '^'^^ si ~ T 



, BF NP 

" nm" 



590. Inscrire dans un parallélogramme donné un trianglo 
isocèle ayant l'angle au sommet donné (deux cas). 

591. Etant donnés deux cercles et O, et un point A, cons- 
truire un triangle semblable à un triangle donné, de telle façon 
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qu'un de ses sommets soit situé au point A et les deux autres 
sur les circonférences données. 

592. Étant donnés un point A et deux portions de droite BC 
et ED en tant que direction et longueur, trouver un triangle AMN, 
de forme déterminée, de telle façon que les angles BMC et KXD 
soient de grandeurs données. 

59S. Inscrire dans un parallélogramme donné un autre paral- 
lélogramme dont on connaît le rapport des côtés et l'angle formé, 
par les diagonales. 



Il faut prendre pour le centre de la rotation le centre commun 
lUS les parallélogrammes inscrits et, pa.r conséquent, du parallé 






594. Inscrire dans un rectangle donné un losange dont on 
connaît le rapport des diagonales {II, 593). 

595. Ktant donnés une droite, une circonférence et un point A, 
tracer un triangle équilatéral, dont les sommets soient situés res- 
pectivement en A, sur la droite et sur la circonférence. 

596. Étant données deux circonférences qui se coupent par 
l'un des points d'intersection, mener deux cordes de rapport 
donné qui forment un angle donné. 

Multiplier une des circonférences et faire tourner de l'augle donné ; 
elle rencontrera alors la seconde circonférence au point cherché. 

Au lieu du rapport des cordes, on peut donner leur somme, leur diffé- 
rence ou leur produit. Le problème se réduit alors aux proLIèmes 193 
et 570 du chapitre II et 104 du chapitre IV. 

Troisième groupe. — Dans les problèmes de ce groupe, on a 
deux droites et deux points situés sur ces droites; on cherciie 
deux autres points, situés sur les mêmes lignes et répondant à 
des conditions posées. I^e centre de la rotation n'est pas donné. 

597. Étant donnés deux droites AR et BQ et deux points A 
et B situés sur ces droites, tracer dans une direction donnée (') 

(i) C'est-à-dire soua un angle, donné pur rapport à l'ime des droites. 
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une sécante XY telle que le rapport ï^y soit donné {flg. 82). 

Déterminons d'abord le centre de la rotation 0. Déplaçons ensuite le 
segment BY en CZ et en- 
suite en AX. De la simili- 
tude des triangles AOB et 
XOY, nous concluons que 
lesanglesOXYetOABsont 
égaux; mais lesanglesOAB 
el AXP sont connus, donc 
l'angle AOX l'est aussi. 

Pour faire la construc- 
tion, il faut prendre une , ^ 
droite AO et construire sur 
cette droite un segment capable de l'angle donné. 

Si, au lieu de la direction de la sécante XY, on a sa longue 
truira le triangle XOY, 




598. Etant donnés deux circonférences et deux points A et B 
situés sur ces circonférences, mener par un troisième point donné 
,_— _. C une sécante XY telle que les arcs 

AXetBYaientmêmemesure{/?(7.83), 

Déterminons le centre de la rota- 
tion P et faisons tourner la circonfé- 
rence de telle façon que les points A 
et X tombent en B et Y. Les triangles APB 
etXPY sont semblables, et, pour déter- 
miner le point S, il suffit de construire 
sur la droite PC un segment capable de 
l'angle PAB. Si, au lieu du point C, 
on a la direction de la sécante XY, on 
devra mener du point P deux droites 
qui rencontrent la droite EF sous dos 
angles donnés. 




599. Étant donnés deux droites MN et PQ, deux points A et B 
situés sur ces lignes et un troisième point C, trouver sur MN et 
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*CY ' 
donnés. 

600. Sur deux droites concourantes on donne deux points 
A et B. Par un point P, mener une sécante qui rencontre les 
droites données en deux points X et Y tels que le rapport 

Tj^ soit donné [fig. 82). 

Ce problème a été proposé et résolu par le célèbre géomètre grec 
Apollonius (ni" siècle av. J.-C.) danason traité Sur les Sections rationnclies. 

601. Étant donnés deux droites, deux points A et B situés 
sur ces droites et un point extérieur P, mener par ce point une 
sécante PXY telle que la somme ou la différence des seg- 
ments AX et BYsoit donnée. 

Prenons sur la première droite la somme donnée AD ; alors 
DX = YB, 
et le problème se réduit au iiroblcrae précédent. 

602. Ktant donnés deux points A et B situés sur deux 
circonférences déterminées, trouver sur ces mêmes circonférences 
deux points X et Y tels que les arcs AX et BY aient mémo 
mesure et que la portion de droite XY' soit donnée {fig. 83). 

Le problème peut être proposé sous la forme suivante: construire 
un trapèie connaissant une diagonale et les deux angles opposés à cette 
diagonale, sachant que ses quatre côtés passent par quatre points don- 



603. Étant donnés un point C et deux droites AD et BE, trou- 
ver sur ces dernières deux points X et Y tels que le segment 
XY soit vu du point C sous un angle donné et que le rap- 

. AX . . , 
port ^Ty Boit donne. 

En faisant tom-ncr la ligure, C se place en C, ; on détermine ainsi 
l-angle CYC^. 



s deux circonférencHR qui 
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en N et deux points A et B situés sur ces circonférences, mener 
par A et B une circonférence rencontrant les deux circonférences 
données en X et Y de telle façon que les arcs AX et BY aient 
même mesure. 



1', centre de la rotation, 
îirconfcrcneo APB et la dn 



Les dioi 
ite MN. 



rencontrent si 



605. Étant données deux droites AB et CD en longueur et 
en direction, trouver un point tel que les triangles AOB 
et COD soient semblables et les angles ea égaux. 

606. Etant données trois circonférences 0,, O^ et O3, tracer 
un triangle égal à OjOjOg 
et ayant ses trois sommets 
sur les trois circonférences. 

Déterminons un point tel 
que le triangle OjOaOg en tour- 
nant autour de ce point vienne 
en AEC (/ig. 84), Les triangles 
AOO, , EO2O et COO3 étant sem-. 
blables, nous avons 0,0 : 

0^0 : 030=R^ : R^: R3. Poui- Fip- «i. 

trouver le point 0, utiliser le 

lieu géométrique XII. Le triangle AEC est maximum, lorsqu'il 
à XÏZ et minimum, lorsqu'il est égal à X,y,Z, . 




607. Étant donnés deux points A et B situés sur deux circon- 
férences déterminées, décrire du point C comme centre une cir- 
conférence qui rencontre les circonférences données en X et Y 
tels que les arcs AX et AY aient même mesure. 

En faisant le mouvement de rotation, C passe on D et le rapport ^ 
se trouve ainsi déterminé (lieu géométrique Xll). 

608. Étant donnés trois points A, B et C situés sur trois 
droites déterminées, mener une sécante XYZ {/îg. 83), de telle 
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façon que les segmenta AX, BY et CZ soient dans des rapports 
donnés. 
Déterminons les centres de rotation et 0,, de manière que GZ 




et BY fioi'ncident avec AX. Nous trouve! 
angles 0,XZ et OXY. 



Soient, dans un plan, une série de points A, B, C, ..., formant 
une figure F, et un point K; si sur les droites KA, KB, KC, ..,, on 
prend les points A,, B,, C,, ..., tels que les produits KA, KA,, 
KB. KB,, KC. KC,, ..., soient tous égaux à une constante ft*, ces 
points A,, B,, C,, ..., forment une nouvelle figure F,, que l'on 
nomme inverse de la première. Le point K est l'origine, la (ions- 
tante k^ est ïa puissance de l'inversion, les points A et A,, B et 
B,, etc., sont les points correspondants. 

Démontrer les théorèmes suivants : 

1° La figure inverse d'une droite ne passant pas par l'origine 
de l'inversion est un cercle passant par cette origine ; 

2° La figure inverse d'une droite donnée passant par l'origine est 
ta droite même; 

3" La figure inverse d'un cercle passant par V origine est une 
droite perpendiculaire au diamètre mené par l'origine; 
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■4" La figure inverse d'un cercle qui ne pafue pas par l'origine 
est un cercle, et l'origine coïncide avec le centre de similitude des 
deux cercles. 

Il est souvent plus facile de construire la ligure inverse que la figure 
directe. Les six problèmes qui suivent peuvent servir d'exemples pour 
l'emploi de la méthode dite des figures inverses : 

609. Étant donnés deux droites AB et CD et un point K, 
mener une sécante KXY telle que KY. KX zu k'K 

Prenons K pour l'origine et k pour la puissauce de l'inversion, et 
traçons un cercle qui soit inverse de la droite AB. La sécante KXY pas- 
sera par l'origine et l'un dés points d'intersection de ce cercle avec la 
droite CD. Le problème comporte deux solutions lorsque CD coupe le 
cercle ; il a une solution quand CD est tangente au cercle, et enfin il 
n'a pas de solution lorsque CD ne rencontre pas le cercle. 

610. Etant donnés deux cercles et O, et un point K, mener 
une sécante KAB telle que KA. KB ^ A^. 

Prenons K et ft respectivement pour l'origine et la puissance de l'in- 
version et traçons un cercle inverse du cercle' 0(. La sécante demandée 
passe par l'origine et l'un des points d'intersection du nouveau cercle 
avec le cercle 0. 

611. Etant donnés une droite' AB, un point K et un cercle O, 
mener une sécante KXY (X sur la droite, Y sur la circonférence) 
telle que le produit KX. KY soit donné. 

Tracer un cercle inverse du cercle 0, en prenant K et KX.KY res- 
pectivement pour l'oi'igiae et ia puissance de l'inversion, 

613. Dans un parallélogramme donné, en inscrire un autre 
dont on connaît la surface et l'angle compris entre les diagonales. 

613. Construire un triangle, connaissant la hauteur CD, le 
produit de CA sur CE et la différence (C — A), oii E est situé 
sur AB. 

614, Trouver les rayons de deux circonférences décrites de 
deux points donnés A et B comme centres, connaissant le produit 
de ces rayons et étant donné qu'une tangente commune aux deux 
circonférences passe par un point donné C. 
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APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE 



i SUll LA CKOMliTr 



Construire les expressions ci-dessous : 

i. X = a zh b, œ ^ a -\- b - c -f- (/, ;r = 2a rh: 3c ('), 

2 ^~ {a + d)c aie — d) _ 

_ r-r _a^ _ (a + c)^ _ fÔM _ /£ 

, ri /r a a — a ae 

\[2 \/3 _____ vm Vc 

5. a; = \/a-' ±b-\œ=\/ad — c^ce= l/~ — d^ 



= \aocd. 



c \/4<ïî — M- 



7. Construire les racines de l'équatiou : 
x^- + ax + h^ = o, 
où a, 6 et X sout des longueurs. 
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L'équation en question nous donne: 



. LA GEOMBTEIE 



' = -i*\/f-"- 



Pour construire cette expression, prenons une droite AB {fig. 86) e 
élevons au point M une perpendiculaire MN. Soit MG := 6. Du point C 

comme centre, avec 5 comme rayon, décri- a- 

vons un arc de cercle qui coupe AU en V,. *' ^ 

Nous aurons alore : 



EM =;: v'EG^ — CVP =; i/f!- _ è3. 

Si maintenant nous décrivons d« point E 
comme centre et avec EM comme rayon une 
circonférence, cette dernière coupera CE en 
doux point K et L, et nous aurons: 



»; = (» + ») ± V"" + 3oc + c 



=v/-(-+S)- 



V"-^^^?^^-=\/- 



- 2rfc^ 4- -i'^c 



12. Construire les racines des équations: 

œ* — kc^x^ — e* ;= 0, ,7;' — ladx^ -j- ta^J} = o. 

13. Démontrer que, dans tous les problèmes qui précèdent, ( 
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peut considérer les lettres comme des arcs de rayons différents, 
maïs de même mesure. -— Dans quels problèmes, de 1 à 12, peut- 
on considérer les lettres comme des angles ? 

14. Dans un triangle donné ABC mener une droite MN paral- 
lèle à AC, de telle façon que la différence entre MB et NCsoit égale 
1 une longueur donnée d {fig-^T}. 






Désignons par ^ la longueur BM. Des triangles 
blables MBN et ABC nous avons : 



Fig. 87. 
mais 8N = BC — NC =a - {x 
dessus se transforme en 



- d), et, pai' conséquent, le rapport ci- 



Pour effectuer la construction, prolongée 
et CL — e, joignons L à A, et par le poiut K 
De la similitude des triangles MBK et ABL n 



BC et prenons CK - 
KM parallèle à 



Il ne reste plus qu'à mener parallèlement à AC une droite MN qui 
sera la droite cherchée; en effet : 





NC NB 
AM ^ MB' 




NC (t — NC 




«+c a+c 


qui, aprè 


s simplification, donne 




^^_a{c-d). 



y Google 



APPLICATION HE L ALGEBRE A LA GEOMETRIE 



15. Inscrire un triangle dans un cercle donné, connaissant le 
milieu des trois arcs sous-tendus par les côtés du triangle {fig. 88). 



Suit ABC le triangle cherché et les 
points D, E etF les milieux des arcs 
AB, BC et AC. Pour résoudre le 
prolilème, il suffit de déterminer la 
longueur d'un des côtés, AB, BC ou 
AC. 

DésignonslesarcsDE.EF, FD, AD, 
BE et FC respectivement par a, h, c, 
X, y et z. Les données du prohlème 
conduisenlauxéquationssuivantcs: 

En les additionnant, nous trouvons : 




d'où 

,^^ = 180" — 6, y = im''—c., ï = 

Pour faire la construction de l'une des trois i 
exemple, menons le diamètre FF, ; du point F, comme centre et avec ia 
distance DE comme rayon décrivons une circonférence qui coupera 
la circonférence donnée aux points A et C qui seront deux des sommets 
du triangle cherché. Il suffit d'ahaisser de A une perpendiculaire sur 
le rayon OD ou de C sur le rayon OE, et nous trouverons le troisième 
sommet B, En effet 



FC- 



" - F.t; = 



1° — DE, 



- 180»— a 



AD z= FD — AF = FD — {\W — DE), 



K= c — (180" — n) = c +(( — 180' --360" — 6 — 1 
BE 11^ DE — DB = DE — AD, 
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y = a~{ii 



-&)="H 



- i80'' = :ioo<'- 



16. Par deux points donnés A et B, mener une circonférence 
telle que la tangente passant par le point G soit égale à une lon- 
gueur donnée a [fèg.SQ). 

Pour trouver le centre de la circonférence cherchée, il suffit de 

trouver une seconde corde autre que la corde AB. Pour cela, menons 

la sécante CB et ta tangente CM, et nous trouverons 

MC> = GB.CK, d'où GK = ^, ou, désignant CK par 




CB' 



X, MC par a et CB par c. 



Pour la construction, décrivons un demi-cerclo sur 
la droite CB comme diamètre; du point C comme 
centre et avec a comme rayon, décrivons un arc de 
cercle qui coupera la demi-circontérence au point L. Nous savons que 

CL* = BC.CK ; d'où GK = ~^, ou a: ^ ~ • 

Connaissant le point K et, par conséquent, la corde BK, nous élevons 
les perpendiculaires BO et NO des milieux des cordes BK et AB, et dé- 
terminons le centre 0. 



17. Décrire une circonférence passant par deux points donnés 
A et B et tangente à une droite donnée MN {fig. 90) 

Supposons le problème résolu. Soit la circonférence cherchée; 

désignons DE par «, AD par a et BD par 6. La ligae AD étant une 

sécante et la ligue DE une tangente, nous 
avons «3 ^ a X 6 ■ 

Pour construire cette expression, décri- 
vons une demi-circonférence sur AD comme 
diamètre et élevons en B une perpendicu- 
laire sur AD. Nous avons DC^ ^ AD.BD == a.b, 
d'où a: = DG. Du point û décrivons une cir- 
conférence qui coupe la droite MN en E et 
en L. Élevons les perpendiculaires EO et L0^. Leurs intersections avec 
la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde AB déterminent les 
centres de deux circonférences qui satisfont aux données du problème. 




Flg. 91). 
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18. Sur une droite donnée AB, à droite du point B, trouver un 
point M qui satisfasse à Téquation BM= = AM. AB (fig. 91). 

Soit M le point cherché ; nous avons donc jô ^^ pw* et la question 
se réduit à déterminer la droite BM. Désignons BM par x et AB par a ; 
la formule ci-dessus peut donc être exprimée ain 




Fig. 91. 

Pour faire la construction, menons AB égal à n; au point A élevons 

une perpendiculaire à AB el, sur cette perpendiculaire, prenons AG ^= - a. 

L'hypoténuse GB est égale àv/a* + (^l ■ Prolongeons-la, et, du point 
G comme centre et avec - comme rayon, décrivons une demi-circon- 
férence qui coupe BE aux points E et D. On voit que la racine positive 
est BE. La longueur x étant déterminée, il ne reste plus qu'à décrire, 
du point B comme centre et avec BE comme rayon, une circonférence 
qui coupe le prolongement de AB en M. 

Si nous n'avions pas spécifié que le point M doive se trouver à droite 
du point B, nous aurions pu utiliser la racine négative f— BD). Dans 
ce cas, le point donné serait en P. 

19. Trouver sur une longueur donnée AB [fig. 92) un point M 

tel que AM*-|-MB^x^ A', oùAestune autre longueur donnée CD. 

Supposons le problème résolu et désignons AM par x et.AB par n. 

Nous avons : j^ -^ (x — njï — \» ; d'où 
(3 — ft-J 



xA^- 



'~2-\ 4 ~2~V 2 4' 
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Pour que ia solution soit possible, il faut : 



ft ^ 



^/2 



Pour faire la construction, prenons CD = k, élevons une porpendi- 

îulairo DF =i CD, joignons C à F et soit, E le milieu de la droite CF. 

CF Sk k 
lous aurons (.E ^ -r- ;=: -^r = -:=■ 




Soit H le milieu de la droite AB. Élevons au point A i 
culaire à AB, et, du point H comme centre et avec CE c 
décrivons un arc de cercle qui coupe AL en C : 



: s/GH^ 



^ = ^(1)'-©- 



reste plus qu'à ajouter à cette expres- 
a obteuue en retranchant -- 



30. Mener une droite qui partage en deux parties égales la 
surface et le périmètre d'un triangle donné ABC {/ïg. 94). 

Soit MN la droite qui partage la surface et le périmètre du triauglc ABC 
en deux portions égales , do sorte que 

MBN = i ABC et 

Mlî + BN — HA -j- AC H- CN. 

Pour déterminer MN, il suffit de connuitre 
BM etBN; désignons BM par tu et UN 
par y. 
Nous savons que les surfaces de deux triangles qui ont un angle 
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égal se rapportent comme les produits des côtés ciui comprennent l'angle 

égal. Donc-éli — — ; mais, comme ABC=2MBN,noiisavonsac=2a:!/. 
" MBN 3^' 

D'autre part :a; + ^ z= - -j, - - ■ ^p- 

Ces deux équations nous donnent 



Les racines sont réelles quand ^ > "Tï 'es valeurs de a^ et de y sont 

toujours positives, ^ étant plus grand que y ^ — ^■ 

Pour faire la construction, prolongeons le côté CB et prenons 
BD ^ - ; sur DC comme diamètre, décrivons une demi-circonférence 
et élevons en B une perpendiculaire à DC. Nous aurons alors BH^ = 
BD.BC ^ —• Du point H comme centre, avec ^ comme rayon, décri- 
ïons un arc de cercle qui coupe DC au point K. Le triangle rec- 
tangle BHK nous donne : BK=VKH3 — BH^ = \(ff — T' ^"*'"'' ?**"■■ 
trouver a^, il faut ajouter cette racine à ^- et, pour trouver y, il faut la 
retrancher de ^i ou vice versa. Nous voyons que x ^=^ -\- v/^ — -^ 
= BN et 



=l-\/f^ 



- = KJ — BK = B.I. 



Il ne reste plus qu'à prendre lîM ^^z: BJ, et nous aurons la droite cher- 
chée MN. Quelquefois on peut prendre BN sur AB et B) sur BC. 
Pour que le problème soit possible, il faut les conditions suivantes ; 



V(f)'-f< 

V(fy-f< 
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I.a première inégalité donne a > 6 et la deuxième & > e; les deux 
efisemble, « > 6 > c. 

Exercices 

21 . Tracer lîenx droites (îont on connaît !a somme a et la diffé- 
rence b. 

83. Tracer deux arcs dont on connaît la somme et la différence. 

23. Construire deux angles, connaissant lenr somme s ot leur 
différence d. 

24. Construire deux angles, connaissant leur somme et leur 

. P 
rapport -■ 

25- Tracer trois droites ou trois angles (ou trois arcs), con- 
naissant leur somme s et les différences a et b entre eux, pris 
deux à deux. 

36. Tracer deux droites, connaissant leur produit k^ ut leur 

rapport égal &■:;• 

Mener entre les côtés AB et BC et parallèlement au coté AC 
d'un triangle donné ABC une droite DE telle que : 

37. DB -f- EC =^ k, où k est une longueur donnée. 

38. KC — DB (voir ci-dessus). 

39. EC. BD = k^. 

30. pTT = -) où p et ^ sont des nombres, 

31. Construire un triangle rectangle, connaissant la somme s 
des côtés comprenant l'angle droit et la hauteur h relative à cet 
angle. 

33. Construire un triang'le rectangle, connaissant la hauteur 
relative à l'angle droit et étant donné qu'un des côtés est égal au 
segment non contigu, déterminé sur l'hypoténuse par la même 
hauteur. 

38. Mêmes données, sauf que la hauteur h est remplacée 
par l'hj'poténuse a. 

34. Partager une longueur en deux parties de telle façon que la 
plus grande soit moyenne proportionnelle entre la plus petite et 
une autre longueur donnée. 



y Google 



APPLICATION DE I.'aLGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE i3§ 

35. Etant doiuiés un angle et un point, menei' par ce point 
une droite qui détermine sur les côtés de l'angle deux segments 
dont la difTéreiice soit égale à une longueur donnée. 

36. Par le sommet A d'un carré donné ABCD mener une 
droite telle que le segment compris entre le côté CD el le pro- 
longement du côté BC soit égal à une longueur donnée, 

37. Trouver la distance des centres des cercles inscrit et 
circonscrit à un triangle donné. 

38. Mener par deux pointsdonnés A et B une circonférence qui 
intercepte sur une droite donnée un segment de longueur donnée, 

39. Une bille se trouve en un point donné A d'un billard circu- 
laire ; déterminer la direction dans laquelle il faut l'envoyer pour 
que s'étant réfléchie un nombre donné de fois (2, 3, 4, etc.), des 
bords du billard elle repasse par le point de départ. 

40. Inscrire un polygone dans un cercledonné, de telle manière 
que les milieux des arcs sous-tendus par les côtés de ce polygone 
coïncident avec des points donnés. 

41 . Inscrire dans un cercle donné un trianj^Ie isocèle, connais- 
sant la somme (ou la différence) d'un des côtés égaux et do la liau- 
leur relative à la base. 

42. Par un point donné A mener une sécante à un cercle 
donné 0, de façon que la différence entre la partie intérieure et la 
partie extérieure de cette sécante soit égale à une longueur 
donnée. 

43. Etant donnés deux cercles égaux ou inégaux, placez-les à 
telle distance l'un de l'autre que la tangente commune extérieure 
soit deux fois plus grande que la tangente commune intérieure. 

44. Etant donné un cercle, y inscrire un rectangle dont les 
côtés consécutifs soient dans le rapport de 3 à 1 . 

45. Étant donné ua cercle et une tangente CB; mener par 
l'extrémité A du diamètre AB une sécante dont la partie exté- 
rieure,' comprise entre le cercle et la tangente, soit égale à une 
longueur donnée. 

46. Construire un triangle rectangle, connaissant la différence 
{ou la somme) des côtés comprenant l'angle droit et la surface. 

47. Inscrire dans un cercle donné un triangle isocèle dont on 
connaît la médiane relative à l\m des côtés égaux. 



y Google 



130 PRODLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

48. Déterminer le rayon, du cercle inscrit dans nn triangle dont 
on connaît la surface et îe périmètre. 

49. Déterminer H, connaissant ha et bc. 

50. Inscrire un triangle DEF dans un triangle isocèle ABC, de 
telle façon que le côté DE soit parallèle à AC et que la surface du 
triangle DEF soit cinq fois plus petite que celle du triangle ABC. 

51. Construire un triangle, connaissant R, A^ et & -|- c (I, 68). 

52. Trouver la base d'un triangle, lorsqu'on connaitleproduitA^ 
de deux côtés, autres que la base, la surface m^ et le rayon K du 
cercle circonscrit (I, 68). 

53. Construire un triangle ABC, connaissant R, ha et-- 

54. Construire un triangle, connaissant h et h,/, et sachant que 
a = 7ia- 

55. Étant donné un point M à l'intérieur d'un triangle ABC, 
mener par ce point une droite qui coupe le triangle en deux par- 
ties équivalentes. 

56. Construire un triangle, connaissant un de ses côtés et 
l'angle opposé à ce côté, et sachant que le carré inscrit dans le 
triangle cherché forme un n°" de la surface totale du triangle. 

57. Trouver la somme des triangleséquilatéraux ABC, A^B^G,, 
AjB^Ci, etc., dont chacun a pour côté la hauteur du précédent. 

58. Décrire deux cercles tangents l'un à l'autre et à un cercle 
donné, de telle façon que les centres de ces cercles soient situés 
sur une droite donnée et que la diiîérence des surfaces des deux 
cercles cherchés représente le quart du cercle donné. 

59. Décrire deux cercles tangents l'un à l'autre et à un cercle 
donné, de telle façon que les centres des trois cercles soient situés 
sur une droite et que la surface de l'un des cercles soit moyenne 
proportionnelle entre les surfaces des deux autres, 

60. Etant donnés trois cercles tangents dont les centres sont 
situés sur une droite, décrire un quatrième cercle tangent aux 
trois premiers. 

61 . Inscrire : un carré dans un cercle donné 0, un cercle dans 
ce carré, un deuxième carré dans le deuxième cercle, et ainsi de 
suite jusqu'à l'infini. Tracer (déterminer) le rayon du cercle équi- 
valent à la somme de tous ces cercles. 
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62. Étant donoé que la surface d'un hexagone régulier est 
égale à celle d'un carré, déterminer les rayons des cercles cir- 
conscrits à ces deux figures, sachant que la somme des surfaces 
de ces cercles est égale à la surface d'un cercle de rayon donné. 

63. Étant donné un secteur, mener un arc de cercle concen- 
trique qui le partage en moyenne et extrême raison. 

64. Construire un triangle, connaissant «, i«j et é ± e. 



64 bis. Dûterminor les dimensions d'un cylindre inscrit dans 
une sphère de rayon donné, sachant que son volume est égal à 
celui des deux segments sphériques qui s'appuient sur les bases 
du cylindre. 

66- Déterminer la hauteur d'un segment spherique de rayon 
déterminé, sachant que son volume est deux fois plus petit que 
celui d'un cône circonscrit ayant même base. 

67. Déterminer la hauteur d'un segment spherique de rayon 
déterminé, sachant que sa surface est deux fois plus grande que 
la surface latérale du cône inscrit dans ce segment. 

68. Déterminer la hauteur d'un tronc de cône, connaissant les 
rayons des bases et sachant que son volume doit être égal au 
tiers du produit de sa surface latérale par la hauteur. 

69. Déterminer le rayon de la base d'un cône dont la hauteur 
est h, sachan^ que la circonférence de contact de la sphère ins- 
crite et du cône partage la surface spherique en deux parties dans 
le rapport de i à 7. 

70. Déterminer les dimensions d'un cône inscrit dans une 
sphère de rayon déterminé, sachant que son volume est égal à 
celui du segment spherique ayant même base. 

71. On inscrit : une sphère dans un cône donné, une deuxième 
sphère tangente à la surface du cône et à la première sphère, et 
ainsi de suite jusqu'à l'infini {'). Déterminer le rayon de la sphère 
dont la surface soit égale à la somme des surfaces de toutes les 
sphères inscrites dans le cône. 

(ij L'axe du cône coïncideaTeo la ligne des cenires des sphères. 
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72. Les deux côtés parallèles d'un trapèze sont égaux respecti- 
vement à B et à &. Construire ce trapèze, connaissant un de ses 
angles et sachant que le volume du corps résultant de la révolu- 
tion du trapèze autour du côté b est égal à celui d'un côce dont 
la hauteiir et le rayon de la base sont égaux à R. Résoudre le 
même problème en admettant que le trapèze tourne autour du 
côté B. 

73. Construire un trapèze isocèle dont la grande base coïncide 
avec le diamètre d'un demi-cercle donné et dont la petite base et 
les côtés non parallèles soient tangents à ce même demi-cercle, 
sachant que les volumes de révolution du trapèze et du demi- 
cercle autour de AC sont entre eux comme 3 à 2. 

74. Déterminer les dimensions d'un cône équivalent à un 
cylindre ayant même hauteur et dont le rayon' de la base est R, 
sachant que le cenlre de la base du cône est à la distance d de la 
génératrice du cône. 

75. Déterminer la hauteur d'un segment sphérique do rayon 
déterminé, sachant que son volume est moyenproportionnel entre 
ceux des cônes circonscrit et inscrit. 

76. Déterminer les rayons des bases d'un tronc de cône cir- 
conscrit à une sphère donnée, sachant que son volume est deux 
fois plus grand que le volume de la sphère. 

77. On a une sphère ; déterminer le rayon d'une sphère tan- 
gente telle que l'espace compris entre les deux sphères et la sur- 
face d'un cône tangent aux deux sphères (') soit le double du 
volume de la sphère donnée. 

78. On a deux sphères égales; à quelle distance faut-il les 
placer l'une de l'antre pour que l'espace compris entre elles et la 
surface d'un cylindre tangent (') soit égal au quart du volume de 
l'une des sphères données. 

79. Une sphère et un cylindre de rayons déterminés sont situés 
sur un plan MN {^). A quelle distance faut-il mener un plan paral- 
lèle à MN pour que les voîumes du segment sphérique et du 
cylindre ainsi formés soient dans un rapport donné. 



Le du cylindre co'incide avec la ligne des Ci 
e du cylindre est perpendicultùre au plan 
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80. On a un prisme oblique {fig. 9o) Joiit k hase ûsl i 
triangle équilatéral ; délerminer la 
hauteur de ce prisme, connaissant le 
côté AD et la hauteur DM de l'une 
des faces et sachant que l'apÈte AD 
forme des angles égaux avec les côtés 



Soit AG - 



, AD:= 



& et DM := h. Nous 



avons : DO = Ad^ — AO*. Étant donné 
que les angles DAB et DAC sont égaux 
entre eux, les angles CAP et BAP le sont 
également, et, par conséquent, AP est per- 
pendiculaire à CB. De ia similitude des 



triangles ACP et AMO r 



i concluons : 




V3 



, = ^.,_-^.Vil!^ 



SI. Déterminer la hauteur d'un prisme ohlique ayant pour 
base une figure régulière (triangle équilatéral, carré ou hexa- 
gone régulier dont le côté est «), sachant que le volume du 
prisme est «' est que la hauteur d'une des Taces latérales est h. 

82. Déterminer la hauteur d'une pyramide oblique de volume 
donné a^, sachant que sa base est un triangle équilatéral ou un 
hexagone régulier de périmètre donné Za ou 6a et que la hauteur 
d'une face latérale déterminée est A. 

83. Quatre boules sphériques de rayon R chacune sont posées 
sur un plan et se touchent de fa(;on à ce que les centres forment un 
carré. Une cinquième boule du même rayon estposée sur les quatre 
premières. Déterminer la distance du centre de cette boule au 
plan. 

84. Cinq boules égales sont disposées de la même .manière que 
dans le problème précédent. La hauteur h étant connue, délermi- 

. ner le rayon des boules. 
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85. Un nombre déterminé de boules égales sont disposées de 
manière à former, en se touchant, une pyramide dont la hauteur 
est ft. A la base se trouvent n^ boules, dans la deuxième rangée 
(n — 1)', dans la troisième (« — 2)^, et ainsi de suite jusqu'aa 
sommet où se trouve une boule. Déterminer le rayon des boules 
et la forme de la pyramide. 

86. Partager un secteur sphérique donné en deux parties 
de volume égal par un plan perpendiculaire à l'axe du secteur. 

87. Déterminer l'angle que doit former un plan avec la base 
d'un parallélipipède rectangulaire donné, afin que la figure inter- 
ceptée sur le plan par les faces du parallélipipède soit un carré. 



; LA rnicoN'o.MLTRiE a la solution i 
DE cîîométhib 



Construire un angle œ, étant donné : 

a sin A 




91. Sin„= , :(3-*),c„s.=v'i: (v? + i), .ang. = |±|: 

93. Sin^ a; -f 2 sin j: — - = o; b cos^ x — 2« cosa; + i — o; 

. . 2itanga; , , 
tangua;! ° f- 1 =: o. 

93. Construire un triangle, connaissant a — i — </, A — B^^i. 
eth^=h {/tg. 96). 

Soit ABC le triangle cherclié. Nous remarquons tout d'abord que, 
pour résoudre le problème, il suffit de déterminer l'angle A. En effet, 
si cet angle est connu, l'angle B :^ A — ? l'est également, et, comme 
nous connaissons, en outre, la hauteur h^, la construction est facile. 
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APi'LICATION DE L A 



;BRË a la GEOMETRIE 



Tâchons doue de former des équations pour déLerminoi' les angles A 
et B. Des triangles ACD et BCD nous trouvons 



d = a — b = h- 



s {A — B) — cos (A + B) 




Nous 
A — B, 



remarquons que, dans cette équation, nous connaissons d, h et 
et nous pouvons déterminer A -f- B. Soit A -|- B = ^. Substi- 



cos^ — ■ w 
>s^. + fs 



2 - V cT^ 



n I dz y A2 siii» I + (Pcos^ I 



.1 résulte que cos a; est positif et que 
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par consiSquent, une seule racine satisfait à la condition du problème. 

Pour construire l'augle x, prenons l'angle NAM égal à ^ ; sur le cdté 

AM de cet angle, marquons AM = d et AE =; h. Sur AM et AE comme 
diamètres construisons deux demi -circonférences, qui rencontreront le 

côté AN en N et en F, et nous trouverons AN = rf cos |, EF = h sin | ■ 

Soit NG = EF ; joignons A et G et, sur AG, prenons GH = EF ; nous 

, AH 

avons alors : cos x = -rn- 

AM 

Comme exemple de la construction des formules trigonoratî triques, 
nous allons indiquer celle de la formule ci-dessus. 

Du point A comme cenire et avec AH comme rayon décrivons un arc 
de cercle qui rencontrera la circonférence décrite sur MA comme dia- 
mètre aux points J et K. Nous avons AJ = AM cos MAJ ; d'ofi 

AJ AR 
cos MAJ = 1^ ^ ^1 ; 

l'angle MAJ est donc égal à Tangle x. 

Des équations A-|-B — 2«etA — B:=z3 nous trouvons A _j a; + | 

et B = a^ — I ; d'où A = NAI et B = NAK. 

Pour terminer la construction, prenons JO := ft et par menons OC 
parallèle à JA ; enfin au point C construisons l'angle OCB =^ CAK. 

Construire un triang^le, connaissant : 

94. £f, è, i = k^. — S4'">. a, C, A = h^. 

95. «, m„,B-C. 

96. « + ?■, A — B, K. 

97. èc, A — B, a -I- S. — 97'">. 6^, A — B, a — i. 

98. A, a, BD -|- AE où BD et AE sont les segments iléi.ermi- 
nés sur les côtés c et è par les hauteurs hc et hi,- 

99. A, aetBD — AE(III, 981. 

100. A, R -i- r, 2iJ. 

101. A, R — r, 2^.. 

102. A, a. ~- 

103. A, 2p, -^■ 
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104. a,B — Cb±c {II. iHi). 

105. A, è =fc C. K. 

106. Inscrire dans on secteur donné nn roctangle de surface 
donnée {deux cas). 

107. Inscrire dans un secteur donné un reiitangic dont la dit:- 
gonale soit donnée (deux cas). 

108. Construire un triangle A.BC, connaissant ne. m,, et la dis- 
tance de A à m/,. 
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GHAPITRK IV 
PROBLÈMES MIXTES 



1. Mener dans un triangle donné ABC nne droite BD (le point 
D situé sur AC), telle que BD^ = AD.DC (I, 66, et II, 187). 

a. Étant donnés un triangle ABC, des points A, B, C comme 
centres, décrire trois cercles tangents deux à deux (II, 164). 

3. Mener une tangente à un arc de cercle dont le centre n'est 
pas donné. 

4. Étantdonnés un cercle 0, une corde AB et le milieu M de l'arc 
AB, mener une corde MN de telle façon que le segment CN 
(C situé sur AB) soit égal à une longueur donnée. 

5. Construire un triangle, connaissant a, A etôi. 

6. Problème de Pappus. — Entre les côtés d'un angle et par 

un point D situé sur la 
bissectrice de cet angle, 
mener une droite de lon- 
gueur donnée {/îff. 97), 

Décrivons sur B|C) égale 
à la longueur donnée un 
segment de cercle capable 
de l'angle donné. Menons 
un diamètre H)F| perpen- 
diculaire à la corde B,C, ; 
1 point quelconque A) de la circonférence 0, et tra- 
çons A|F,. De la similitude des triangles rectangles LiE,F, et A|H,F, 
nous concluons : 




Fig. 91. 



joignons H, ■ 



n.F, 



' A, F, ' 



d'où D,F, (Fjlli + D,A,) = HiF,.E,F, = C,Ff 
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En désignant D)F| par x, A)D[ par b et C|F) par c-, n 



La construction de a 



V?- 



8iA,C( et on rapporte AjB, sur le côté de l'angle BAC, après quoi on 
mène, par les points B et D, la droite BC. 

7. Construire un triangle, connaissant a-\- b, Je et B — A. 

8, Construire un triangle, connaissant a -]- 6, A^ et B ^ A. 

9- Connaissant les côtés a et c du triangle ABC et la bissec- 
trice ifi de l'angle B compris entre ces côtés, déterminer la lon- 
gueur du segment de droite CD parallèle à 6b et compris entre le 
point C et le prolongement du côté c. 

10. Construire un triangle, connaissant a, c et 6b (IV, 9, ou 
I. g.XII). 

11. Construire un triangle ABC, connaissant deux de ses côtés 
C et a et la longueur de la droite BD qui joint le sommet de 
l'angle B compris entre ces côtés avec un point D du côté opposé 

AD m 

tel que ^ = - 

12. Démontrer le théorème suivant ('):SiD, E et F sont les points 
de contact d'un cercle inscrit dans un triangle ABC avec les 
cô tés de ce triangle et M, N et P les points de contact d'un cercle 
ex-inscrit tangent au côté BC et aux prolongements des côtés ÀB 
et AC (les points D et M, E et P, F et N se trouvent respective- 
ment sur les côtés AB,AC et BC ou leurs prolongements), on a : 
2AD = AB -H AC — BC, 2AM = AB -f AC -f- BC, AD = AM 
— BC, BD -)- EC = BC = MB + CN, PF = AB — AC, DB — 
EC = AB — AC. 

Construire un triangle, connaissant : 

13. A, A„, 6 + c—fl (11,8:5}. 

14. A, 2p, c. 

15. A, h^, 2p. 

[')Ce théorème sert à la résolution des seize problèmes qui suivent. 
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16. a,b-\-c, r. (On construit d'abord h -\- c — a.) 

17. a,b — c, r. (On construit d'abord a — 6 -1- e.) 

18. A, 2}), i. (On détermine r, voir IV. 14.) 

19. A, r. i. {On trouve p, voir IV, 14.) 

20. ha, 2p, r. (On détermine a à l'aide de !a surface du triangle.) 
31- A,r, p„. 

23. A,A„, p„(ll, 84); A. A„, p*. 

23. k, ^„,b^c— a. 

24. 2p, r, p„. (On construit letriaiigle MAN.) 

35. a, r, p^. (On coonait la dislance entre les points de contact. 
Même solution, lorsqu'on a j-, pa et ô — c.) 

26. A, A et le rapport des segments AD et BD déterminés sur 
le côté c par le point de contact D de ce côté avec le cercle 
inscrit. 

37. Sur les côtés AB et AC (ou leurs prolongements) d'un 
triangle donné ABC trouver deux points X et Y tels que la somme 
de XB et de YC soit égale à BC et que la droite XY soit à une 
distance donnée du sommet A ou passe par un point donné 
(IV, 12). 

28. Trouver les points de contact des cercles ex-inscrits d'un 
triangle donné sans déterminer les centres elles rayons de ces 
cercles (IV, 12). 

29. Sur les côtés AB et AC d'un triangle donné ABC, trouver 
les points X et Y tels que la somme BX + XY -f- YC (ou XB -{- 
YC)soitégale à une longueur donnée (IV, 12). 

30. Étant donnés un cercle et deux tangentes issues d'un point 
donné A, mener entre ces dernièresune troisième tangente qui. soit 
de longueur donnée (lY, 12), 

31. Construire un triangle, connaissant r, A etAa (1. g., IV et 
II, 84). 

33. Le parallélogramme ABCD est coupé par. une droite ED. 
Trouver sur cette droite un point X tel que les angles AXB et 
CXD soient supplémentaires. 

Transportons par translation CX et DX respectivement en RFet kV, 
et construisons (II, 542) un quadrilatère inscriptible FBXA. 

33. Par le sommet B d'un triangle donné ABC mener une 
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droite telle que les projeclîons des côtés AB et BC sur cette droite 
soient dans un rapport donné. 

S4. Étant donnés deux cercles O et 0, et un point A ('), mener 
par A une sécante commune BAC (ou ABC) telle que AB et AC 

soient dans un rapport donné — 



Supposons le problème résolu, et soit BAC la sécante i 
cherchée. Joignons à B et à A, prolongeons OA et menons CE paral- 
lèle à OB. Les triangles ABO et ACE étant semblables, nous avons 
^ = ~=^-0r, AO étant connu, nous déterminerons ainsi AE. 

D'autre part: — = - nous donne la longueur de EG ei, par consé- 
ifuenf, le point C. 

36. Construire un parallélogramme dont deux sommets soient 
en deux points donnés et les deux autres sur deux circonférences 
données. 

37. Étant donnés un cercle et un point À, mener par A une 
sécante ABC telle que la différence AB — BC soit égale à une lon- 
gueur donnée. 

38. Démontrer que la somme des trois perpendiculaires abais- 
sées des sommets d'un triangle quelconque sur une droite quel- 
conque est égale à trois fois la perpendiculaire abaissée du centre 
de gravité du triangle sur la même droite [I, 61). 

39. Par un point donné N, mener une droite de telle façon que 
la somme des distances de trois points donnés A, B et C à cette 
droite soit égale à la distance d'un quatrième point donné M à la 
même droite (IV, 38). 

40. Étant donnés deux triangles ABC et DEF et un point K 
situé entre ces triangles, mener par K une droite telle que la 
somme des distances des sommets A, B et C à cette droite soit 
dans un rapport donné à la somme des distances des points D, E 
et F à la même droite. 

41. Etant donnés un triangle et un plan qui ne coïncide pas 

C) Ce point doit se trouver entre les deux langen 
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avec le plan du triangle, démontrer que la somme des trois per- 
pendiculaires abaissées des sommets du triangle sur le plan est 
égale 8 trois fois la perpendiculaire abaissée du centre de gravité 
du triangle sur le même plan. 

42. Étant donnés un triangle ABC et trois points M, G et E 
situés en dehors du pkn ABC, mener par les deux derniers un 
plan tel que la somme des distances des points A, B et C à ce plan 
soit égale à la distance du point M au même plan (IV, 41). 

43. Partager une longueur donnée en deux parties qui se rap- 
portent entre elles comme les surfaces des carrés construits sur 
deux longueurs données. 

44. Partager une longueur donnée en doux parties telles que 
les surfaces des carrés construits sur ces parties soient dans un 
rapport donné (II, 372). 

45. Trouver sur le prolongement d'un segment de droite 
donné AB un point K tel que les carrés construits sur AK et BK 
soient dans un rapport donné (II, 372). 

46. Construire un triangle, connaissant A, a, — (IV, 43). 

47. Construire un triangle, connaissant m/,, m,, et- (IV, 34). 
Au lieu de ~ on peut donner - (I. g. XII). 

48. Construire un triangle égal à un triangle donné et tel 
que chacun de ses côtés passe par un point donné (II, 193 et 570). 

49. Construire un triangle, étant donnés les pieds de ses trois 
hauteurs. 

50. Construire un polygone tel que les perpendiculaires menées 
par les milieux de ses côtés coïncident avec des droites données 
en situation (m. sym.). 

51. Construire un polygone, connaissant la direction des bissec- 
trices de ses angles. 

53- Trouver sur une droite donnée MN un point X tel que la 
somme (ou la différence) des distances de ce point à deux points 
donnés A et B soit égale à une longueur donnée (II, 420). 

58. Construire un parallélogramme, connaissant une base, 
la hauteur relative à cette base et la différence des diagonales 
(IV, 52). 
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54. Construire un triangle, connaissant a, b-\-c et l'angle ce 
pris entre »!„ et a. 

55. Construire un triangle, connaissant A, a, et /(;, -|~ Ji^ = 
[fig. 98). 




56. Construire un triangle, connaissant sa surface, A et ■ ■■'• 

57. Construire un triangle, connaissant R, A/, et 6b (I, 69), 

58. Construire un triangle, connaissant iw^, A^ et Ôb (Ii ^9)- 

59. Construire un triangle, connaissant A, pa et p*. 

60. Trouver le lieu des centres des cercles inscrits dans les 
triangles ayant même base et même angle au sommet. 

61. Construire un triangle, connaissant a, A et r (IV, 60). 

62. Construire un triangle, connaissant a, R et r ou A, R ef r 
(IV, 60). 

63. Construire un triangle, connaissant ha R et r. 

64. Par le point C de la bissectrice d'un angle donné A et entre 
les côtés de cet angle mener une droite XCY telle que la diffé- 
rence AX — AY soit égale à une longueur donnée (II, 601). 

65. Par le point C de la bissectrice d'un angle donné A, mener 
une sécante XCY telle que la somme AX + ^ soit égale à une 
longueur donnée (11, 8). 

67. Déterminer le lieu des intersections des hauteurs des 
triangles ayant même base et même angle au sommet. 

68. Déterminer le lieu des sommets des triangles ayant môme 
base et même angle à l'inlersection des hauteurs. 

Construire un triangle, connaissant : 

69. a, ^ (Ai. Ao) et A„ )IV, 67). 
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70. n, A et l'angle compris entre hi, et la droite qui join le 
milieu de « à l'intersection des trois hauteurs. 

71. a, Aet ^{fti, m„). 

72. Étant donnés un cercle et une corde AB, mener dans une 
certaine direction une deuxième corde CD, qui soit partagée par la 
première dans un rapport donné. 

73. Étant donnés une circonférence et deux points A et B, 
trouver sur la circonférence un point M tel que la corde qui joint 
les intersections des lignes AM et BM à la circonférence soit 
parallèle à AB. 

74. Étant donnés une circonférence et deux points A et B, 
trouver sur la circonférence un point M tel que la corde qui Joint 
les intersections des lignes AM et BM à la circonférence soit 
parallèle à une droite donnée PQ. 

Ce problème peut également être énoncé ainsi : Inscrire dans un 
cercle donné un triangle dont deux côtés passent par deux points 
donnés et le troisième soit parallèle à une droite donnée. 

75. Inscrire dans un cercle donné un triangle dont les 
côtés passent par trois points donnés A, B et C. 

76. Déterminer le lieu des points d'où deux cercles donnés 
soient vus sous des angles égaux. 

77. Trouver un point d'où trois cercles donnés soient vus sous 
des angles égaux. 

78. Étant donnés deux cercles O et 0, et deux poids A et M, 
mener par M une circonférence tangente au cercle O, et formant 
avec le cercle une corde commune passant par le point A 
(I, 65 et 66). 

79. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
qui forme avec une circonférence donnée une corde commune 
passant par un point donné C (I, 65 et 66). 

80. Mener par deux points donnés A et B une circonférence 
ayant avec une circonférence donnée une corde commune de 
longueur donnée (I, 65 et 66 ; 1. g. Yl). 

81. Inscrire un cercle dans un secteur donné. 

83. Décrire un cercle tangent aux prolongements de deux 
rayons déterminés d'un cercle donné et au cercle lui-même. 
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83. Décrire trois, quatre ou, on général, n cercles égaux tan- 
gents les uns aux autres et à un cercle donné. 

84. Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés de telle 
façon que la droite qui joint les points de contact : 1" passe par un 
point donné; 2" soit de longueur donnée. 

85. Décrire une circonférence qui soit coupée en deux parties 
égales par chacune de trois circonférences données (1. g. XI). 

86. Étant donnés deux points et 0,, décrire de ces points 
comme centres deux cercles tangents et ayant une tangente com- 
mune de direction déterminée. 

Démontrer que les tangentes communes à, deux cercles tangents 
et O^sontenmême temps tangentes au cercle dont 00) est le diamètre. 

87. Étant donnés deux points A et B et une circonférence O, 
trouver sur, cette dernière un point M tel que la corde qui joint 
les intersections des droites AM et BM avec la circonférence soit 
maximum ou r 



Démontrer que, si sur une portion de droite AB on construit deux 
segments de cercle, celui dont le rayon est plus grand est capable d'un 
plus petit angle (voir aussi II, 4-20). 

88. Trouver sur une droite donnée un point d'où une portion de 
droite donnée en tant que longueur et situation soit vue sous un 
angle maximum. 

89. Mener par un point donné une circonférence telle qu'une 
circonférence donnée O la partage en deux parties égales et qu'une 
seconde circonférence donnée la coupe orthogonalement {1. g. X). 

90. Etant données deux circonférences 0, et Og, trouver sur la 
première deux points diamétralement opposés Y et Z et, sur la 
deuxième, un point X, tels que l'angle YXZ soit égal à un angle 
donné (II, 90). 

■91. Inscrire, dans un triangle donné ABC, un triangle dont le 
périmètre soit minimum et dont un sommet soit situé en un point 
donnéD du côté BC , 

92. Inscrire, dans un secteur donné ABCj un triangle dont le 
périmètre soit minimum et dont un sommet soit situé en un point 
donné'D do l'arc BQ. 
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93. Inscrire dans un triangle donné ABC un triangio dont 1 
périinèlro soit minimum {fuj. 9!)). 




Fig. 99. 



94. Mener, par un point donné M, une sécante à deux circonfé- 
rences tangonlos données O et Oi, de telle façon que les droites 
qui joignent le point de contact K aux points d'intersection de la 
sécante avec les circonférences données soient perpendiculaires 
enfre elles. 



Démontre 
deux cercle; 



que celte sécante passe par 



' de s 



95. Inscrire dans un polygone régulier un autre polygone 
régulier du même nombre de côt's et dont le périmètre soit de 
longueur donnée. 

96. Inscrire dans un triangle lo e a tre triangle de forme 
déterminée et ayant le périmètre nu n fil, 423 et 193). 

97. Trouver le lieu des po nt \ ja tagent dans un rapport 

donné — toutes les droites menées dun point donné A à une cir- 
conférence donnée. 

98. Étant donnés deux cercles qui se coupent en deux points 
A et B, construire un triangle de périmètre donné dont les som- 
mets soient situés sur les circonférences données et dont deux 
côtés passent par les points A et B. 

99. Construire un quadrilatère de forme déterminée et tel que 
ses quatre eûtes passent par quatre points donnés {II, 216), 
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100. Construire un quadrilatère inscripUble ABCD, connaissant 
BD, ^, et les angles A. et ACB {1. g. V et XII). 

101. Étant donnés deux parallèles, un point A situé sur Tune 
d'elles et un point B situé quelque part, mener par les points A 
et B deux parallèles, de façon à former avec les parallèles données 
un parallélogramme dont le périmètre soit de longueur donné 
(m. sym.). 

102. Par un point A situé à l'intérieur d'un angle donné BCD, 
mener une sécante XAY telle que le produit AX X AY soit donné. 

103. Constraire un triangle, connaissant A„, h/, et r. 

104. Par un des points d'intersection de deux circonférences 
données, mener une sécante sur laquelle les circonférences 
interceptent deux cordes dont le produit soit donné. 

105. Étant donnés un cercle et deux droites dont le point d'in- 
tersection ne se trouve pas dans les limites du dessin, mener une 
"tangente qui soit concourante avec les droites données. 

106. Une bille de billard se trouve au point M. Déterminer 
l'angle sous lequel il faut l'envoyer pour que, s'étant réfléchie des 
quatre côtés du billard, elle passe par un point donné N. 

107. Ktant donné un cercle O, y inscrire un quadrilatère cir- 
conseriptible ABCD, connaissant l'angle formé par les diago- 
nales et une diagonale AC. 

108. Construire un triangle de dimensions et de forme déter- 
minées de telle façon que deux de ses côtés passent par deux 
points donnés et que la médiane issue de l'angle compris entre 
les côtés ci-dessus soit tangente à un cercle donné. 

Démontrer l'exactitude des expressions suivantes : 

109. i = £,Lis±£=i!l. lia. i = r ('■+/ + ■" . 

1111 1111 



111 h' = rfMf,. 



1 , 1 
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48 PROBLEMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

Construire un triangle, connaissant : 



115. 


?a, 


=1 Bl p.. 




116. 


*„ 


-è- 




11*7. 


r, 


P« ut K- 




118. 


»■. f 


>„ et A. 




119. 


P», 


p„ et B — C. 




iso- 




pi et p„. 




lai. 


p*. 


p.etc+è. 




128. 


b- 


- c, j- et B - 


■G. 


123. 


A, 


1-, 6--C. 




124. 


Circonscrire un 


tri an f 



\ un cercle donné de façon à ce 
que ses sommets soient situés sur les prolongements de trois 
Tayons de directions déterminées. 

135. Étant donnés deux circonférences O et 0, et deux points 
A et B situés sur la première, trouver sur cette même circonT 
■férence un pointX tel que les prolongements des droites AX et BX 
déterminent sur la deuxième circonférence un arc sous-tendu par 
une cordé de longueur donnée. 

1S6. Par un point donné D, mener une droite qui forme, avec 
deux autresdroites données, un triangle ABC de surface donnée. 

127. Sur un billard qui a la forme d'un polygone de n côtés se 
trouve une bille M. Lancer M contre un des côtés du billard de 
telle manière qu'après s'être réfléchie sur tous les bords du 
billard successivement elle passe par un point donné N. 

138. Étant donnés une ligne MN et deux points A et B situés 
de part et d'autre de cette droite, trouver sur celle-ci un point X 
tel que la différence des angles BXM et AXM soit maximum; 

139. Etant données deux droites AB et DE, mener une 
sécante XY de direction déterminée (X sur DE et Y sur AB) telle 
que les aiiglés DYX et EYX soient égaux entre eux (II, 445). 

130. Mener par un point donné deux droites qui partagent un 
triangle donné en. trois parties équivalentes. 

131. Étant donné un triangle ABC, mener une transversale DE 
(D sur AB, E sur BC) parallèle à une droite donnée et moyenne 
proportionnelle entre les segments AD et DB. 
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138. Construire iiii triangle isocèle de telle manière que la 
base coïncide avec une droite donnée, que le sommet se trouve sur 
une autre droite donnée et que les côtés passent par deux points 
donnés. 

183. Construire un triangle isocèle, connaissant la surface et 

^^-i-^(m. s.;II, 440). 

134. Inscrire un trapèze dans un cercle donné, connaissant la 
distance entre les côtés parallèles et l'angle compris entre les dia- 
gonales. ■ 

185. Inscrire un trapèze dans un cercle donné, connaissant la 
somme des côtés parallèles et la distance entre ces côtés. 

186. Construire un triangle, connaissant A, Retle rapport dans 
lequel est partagé le côté AB par le point de contact de ce côté 
avec le cercle ex-inscrit (m. s.). 

137. Inscrire dans un quadrilatère donné un quadrilatère de 
forme donnée. 

138. Étant donnés deux points A et B situés sur deux circon- 
férences données, trouver sur l'axe radical CD un point E tel que 
la droite FG quijoint les points d'intersection deEAet de EB avec 
les circonférences soit parallèle à la ligne des centres (m. sym.). 

139. Étant donnés trois points A, B et G, décrire un cercle de 
telle façon que A, B et C soient les milieux de trois cordes de lon- 
gueurs données. 

140. Étant donnés deux points A et B sur un côté d'un angle 
droit, trouver sur le deuxième côté un point X tel que l'angle AXB 
soit le double de l'angle ABX. 

141. Soient CD une base horizontale déterminée comme lon- 
gueur et situation, ÂB la hauteur d'une montagne par rapport au 
niveau de la base. Déterminer cette hauteur, étant donné que la 
ligne AB est vue des points C et D respectivement sous les angles 
a et p et que du sommet Ala base CD est vue sous l'angle •(. . . 

142. .Construire un triangle, connaissant un de ses angles et 
les rayons des cercles inscrits dans les triangles -déterminés 
dans le triangle demandé par la hauteur issue de l'angle donné. 

143. Construire un triangle, connaissant 2j), ha, et B — C (II, 
553; m. sym.). 
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144. Etant donnés un couple de parallèles CD et EF et deux 
points A et B situés de part et d'autre de ce couple, mener des 
sécantes AXY et BYZ (X et Z sur CD, Y sur EF) de telle façon 
que XY soit égale à XZ. 

145. Résoudre !o problème précédent de manière à avoir YZ 
= XY. 

146. Étant donnés trois points A, B et C, mener par le point 
A et entre les points B et C, une droite telle que la différence des 
carrés construits sur les perpendiculaires abaissées des points B 
et C sur cette droite soit égale au carré construit sur une droite 
de longueur donnée. 

147. Deux cheminées de hauteur égale sont vues, d'un point 
donné E, situé sur le prolongement de la droite qui joint les bases 
des cheminées, sous des angles « et ^ et d'un autre point donné T, 
situé sur la même droite, sous des angles y et S. Déterminer la 
hauteur des cheminées et la distance qui les sépare, sans recourir 
aux formules de trigonométrie (m. s.). 

148. Construire un triangle connaissant A, a et la somme 
AD -\- AE {/îff. 98; II, 461). Au lieu de a, on peut donner 2/), 
Rou J-. 

149. Construire un triangle, connaissant (/tff. 98) la somme des 
hauteurs CD -^ BH, la somme des segments AD -|- AE et R. 

150. Construire un triangle, connaissant A, R et BD -j- EC 
(/V-99)-, 

151. Étant données quatre droites, en mener une cinquième 
de telle manière que les trois segments déterminés sur elle soient 
dans des rapports donnés. 

153. Étant donnés un point A et deux circonférences et 0,, 
mener par A une troisième circonférence (angente à la circonfé^ 
rence et partageant en deux parties égales la circonférence O, 
(1. g. XI; IV, 32). 

158. Étant donnés deux droites parallèles et deux points A 
et B, mener une sécante AXY telle que Taugle XBY soit de 
grandeur donnée (m. tr.). 

154. Inscrire dans un secteur dwiné un rectangle de périmètre 
déterminé. 

I Apollonius, De secHone npatii. 
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